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HISTORIA DA MATEMATICA PARA UMA DISCUSSAO
SOBRE RESOLUCAO DE EQUAGOES QUADRATICAS
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RESUMO

O presente trabalho discute
sobre dalgebra, particularmente sobre
equacodes quadrdticas, fazendo uso
da Histéria da Matemdtica como
recurso diddatico para ensinar os
préprios conceitos de matemdtica.
Objetivamente o trabalho resgata da
Histéria da Matemdatica alguns
processos algébrico-geométricos,
como auxilio diddatico para promover
o ensino-aprendizagem dessa
matéria através de atividades
estruturadas com essa finalidade. O
desenvolvimento da  parte
matemdtica se inicia com a
resolucdo de casos particulares de
equacdes do 2° grau e se completa
com a deducdo algébrica da
conhecida férmula de Bhaskara,
usando-se recursos geométricos. O
trabalho é dirigido para professores
de matematica que atuam na 8°
série do |1° grau e/ou no ensino
médio.
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ABSTRACT

This article discusses the use
of some algebraic-geometric
processes from the History of
Mathematics as a didactic resource
to teach quadratic equations through
mathematical activities structured
with that purpose. My presumed
clientel is 8" grade mathematics
teachers.
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APRESENTACAO

O presente trabalho é uma reedicGo modifitodo, ampliada e revisada
de um outro que escrevi em 1991, sob o titulo: Completando o quadrado -por
geometria- para deduzir a férmula de Bhdskara.(Ver Rodrigues Neto (1991)).
Trata-se de um texto que aborda aspectos de geometria e dlgebra, tirados da
Histéria da Matemdtica, e que podem ser Uteis para a relacéo ensino-
aprendizagem de dlgebra. Basicamente, o assunto matemdtico trata de equagoes
quadréticas do ponto de vista do ensino. O fexto contém uma discussdo mais
detalhada a respeito do resgate e uso de processos algébrico-geométricos da
Histéria da Matemdtica. Merece destaque o diagrama grego para produtos
notaveis e a aplicagdo do processo de resolucdo de equacdes quadrdticas da
matematica drabe do séc. IX, que sdo empregados como auxilio diddtico no
ensino de dlgebra. Salienta-se também a importadncia de alguns conceitos
algébricos e geométricos, a exemplo de drea do reténgulo e dos produtos
notaveis, dentre outros, para o desenvolvimento do trabalho, que comega com
resolucdo de casos particulares de equacées e vai até o desenvolvimento da
forma geral, com uso de geometria. Também é feita uma demonstracGo sé do
ponto de vista algébrico da férmula, generalizada para ndmeros reais, que é
complementada com uma discusséo das possibilidades matemdticas de seu
uso, e outros esclarecimentos. O texto é ilustrado por figuras, que servem de
interpretacdo geométrica para as expressdes algébricas, tais como fatoracdo
de trinémio quadrado perfeito, fazendo uma ligacGo entre dlgebra e geometria,
e é complementado com informacées histéricas. A forma como é apresentado
- com manipulacdo algébrica simbdlica, referéncias & Histéria da Matemadtica,
figuras geométricas, propriedades matemdticas, efc.- € uma necessidade propria
desse tipo de trabalho, que tem, também, um objetivo didético.

Por Ultimo, o trabalho é dirigido a professores de matematica do I° e/ou
graus, ou estudantes interessados, como uma possibilidade para o ensino
de dlgebra.

11°

INTRODUCAO

O curriculo de matemdtica para o I° grau, que data de meados do séc.
XX, reestruturado sob influéncia do Movimento da Matemdatica Moderna, por
volta de 1970, compreende os campos de aritmética (que investiga as
propriedades elementares dos nGmeros inteiros e racionais), dlgebra (estuda as
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leis e os processos formais de operacdes com entidades abstratas) e geometria
(investiga as formas e as dimensées dos seres matematicos). Os contetddos de
4lgebra' sé@o organizados nos livros textos para 6°, 79 e 8 séries, em: equagdes
(do 1° grau, 2° grau, biquadradas, irracionais), sistemas de equagoes,
polindmios, produtos notdveis, fatoracdes, etc., e um estudo sobre fungdes
linear e quadrdtica. Os produtos notdveis e fatoracdes, pré-requisitos para o
estudo das equacées quadrdticas, sGo organizados, respectivamente, nos livros
para as 7% e 87 séries. Com a matemdtica moderna, os livros-textos passaram
a trazer os conteGdos de dlgebra justificados pelas propriedades estruturais dos
nUmeros (racionais, na 6 série, com estrutura de corpo) reais. Demonstracoes
de dlgebra, ou geometria, fazem parte dos livros para o nivel referido. Por
exemplo: Castrucci (1998, p.73), Bongiovanni (1991, p.63), Pierro Netto (1982,
p. 33) e Sangiorgi (1982, p. 21) apresentam a deducdo algébrica para a férmula
da equacdo do 2° grau (conhecida como férmula de Bhéskara), mas
praticamente com a mesma abordagem. Os livros da 8° série apresentam um
estudo completo sobre resolucdo desse tipo de equagdo, incluindo-se as
biquadradas e as irracionais. De acordo com a nova Lei de Diretrizes e Bases
9394/96 (ver Brzezinski, 1997), os ensinos de I° e II° graus passaram a ser
denominados, respectivamente, de Ensino Fundamental e Ensino Médio. Os
conteGdos de matemdtica foram mantidos.

Geralmente os livros-textos de matemdtica apresentam os assuntos
partindo da conceituagdo, dos exemplos e exercicios de treinamento para o
aluno, inclusive das matérias sobre dalgebra. As equagdes quadrdticas, por
exemplo, costumam ser apresentadas nos livros a partir de um estudo sobre
resolucdo das equacdes incompletas, seguindo-se a apresentacdo da férmula
geral. Em alguns livros-textos, constam ilustracées de casos de fatoragéo (fator
comum e agrupamento) por dreas planas, a exemplo de Bongiovanni (1991,
pags. 52 e 54). Os autores Castrucci, Giovanni, Giovanni Jr. (1998, pégs. 67-
70) fazem uso de interpretacdes do produto notdvel quadrado da soma de dois
termos, por Greas planas, para ilustrar a resolucdo de equagdes completas do
2° grau. Depois de alguns exemplos e exercicios de fixagéo, o livro apresenta
a Férmula resolutiva ou férmula de Bhaskara. Tradicionalmente, as abordagens
de um conteddo matemético em sala de aula costumam ser feitas partindo-se
da conceituacdo e de exemplos da matéria. Depois de um treinamento do
aluno, com exercicios sobre o assunto, o professor aplica um teste para tentar
quantificar o nivel de aprendizagem. No ensino tradicional, a metodologia e a
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reproducdo da seqiéncia didatica do livro-texto pelo professor parece que
caminham juntas. Nessa atividade de transmissdo do conhecimento, muitas
vezes os recursos do professor se restringem a fala e & escrita no quadro. O uso
de meio de ensino mais atual pelo professor poderia até tornar a aula de
matemdtica mais diddtica para o aluno, no sentido de assimilacGo da
informacdo. Mas, os desafios da educacdo, na relag@o ensino-aprendizagem,
parecem requerer do professor sensibilidade para enfrentar os problemas, cujo
caminho passa pela pesquisa.

Com o advento da Matemdtica Moderna, nos anos 60 e 70, vieram
também as preocupacdes metodoldgicas com o ensino. Discussdes sobre
Educacdo Matemdtica - ver D’Ambrosio (1998) - fundadas em teorias do
conhecimento, como a que coloca o aluno como sujeito da aprendizagem,
leia-se ensino construtivo, e, em particular, o ensino organizado por atividades
estruturadas para o aluno, se constitutem em alternativas metodolégicas na
direcGo de um ensino de melhor qualidade. Outras abordagens, tais como
Resolucéo de Problemas - ver Polya (1974) - e o uso da Histéria da Matematica
sdo expedientes vélidos para se abordar assuntos de matemdtica, embora esses
procedimentos ndo se caracterizem como uma metodologia em si. A respeito
do ¢ltimo, Fossa (2001) discute sobre a Histéria da Matemdtica em sala de
aula e caracteriza seus vdrios usos no ensino. Segundo o autor, o Uso
Ornamental, geralmente versando sobre notas histéricas ou biografias de
matemdticos, seria o mais comum em sala de aula. Por outro lado, ele faz
referéncia ao Uso Ponderativo, que utiliza a Histéria da Matemdtica para ensinar
os préprios conceitos da matemdtica. Assim, a matemdtica poderia ser resgatada
da Histéria para ensinar os préprios conceitos matemdticos, através de atividades
de ensino estruturadas para o aluno. Essa abordagem daria oportunidade ao
aluno de desenvolver certos conceitos matematicos através de uma espécie de
reconstrucao.

O presente trabalho, que esté voltado para o ensino-aprendizagem de
4lgebra elementar, resgata, da Histéria da Matemética, alguns aspectos
interessantes da dlgebra, mais precisamente sobre equacdes quadrdaticas, tendo
em vista sua aplicac@o no ensino de 8¢ série do I° grau. O interesse do trabalho
no uso da Histéria da Matemdtica para o ensino de dlgebra reside no resgate
de certas elaboracées matematicas que possibilitam uma ligagao entre élgebra
e geometria, tornando vidvel um interessante processo algébrico-geométrico
que permite ao aluno construir determinados conceitos de dlgebra. Essa

—
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abordagem se apresenta como uma alternativa diddtica para o ensino-
aprendizagem da resolucdo de equacdes do 2° grau. O trabalho se desenvolve
a partir do estudo de casos particulares desse tipo de equacdo e visa,
principalmente, complementar a deducdo da férmula para resolugéo de
equacdes do 2° grau, para obter a férmula geral. O texto fambém discute o
desenvolvimento da expressdo geral, que é apresentada na forma algébrica,
generalizando-se uma férmula simbélica para os nimeros reais.

O presente trabalho é exposto da seguinte maneira:

| Uma discusséo inicial resgata, da Histéria da Matemdtica, o diagrama
grego para o quadrado da soma de dois termos. Trata-se de uma interpretacdo
por retdngulos a respeito do quadrado da soma de dois nimeros positivos. A
construcdo geométrica desse tipo de expressdo algébrica é fundamental para
este trabalho.

| Discute-se a aplicacdo do processo de resolucdo de equacdes
quadrdticas de al-Khowarizmi, que faz uma categorizag@o por tipos - também
resgatado da Histéria da Matemética e que usa o quadro geométrico dos gregos
- para justificar a obtencdo da solug@o positiva de uma equagdo do 2° grau.
Nessa oportunidade, a determinagéo de uma raiz nGo-positiva é discutida em
termos de fatoracéo (processo justificado por meio de interpretacdo geométricay.

' Na seqiéncia, os processos algébricos acima mencionados sdo usados
para determinar o termo que completa o quadrado na forma geral da equagéo
do 2° grau e desenvolver a chamada férmula de Bhaskara.

' O trabalho é completado com uma demonstracé@o algébrica da férmula
geral, vélida para nomeros reais, partindo da forma canénica das equagées
quadrdticas. Uma justificativa geométrica é feita em paralelo com uma
demonstracdo algébrica, para ilustrar uma andlise das possibilidades
matemdticas de uso da férmula. No final, séo discutidas algumas sugestoes de
atividades de ensino para o aluno.

Salienta-se a importancia de alguns conceitos matemdticos, dentre outros,
para este trabalho, que fazem parte do curriculo de matemdtica para as Gltimas
séries do 1° grau. Os conceitos destacados sdo:

a)drea do reténgulo;

b)os produtos notéveis (quadrado da soma - ou diferenca - de dois
termos e o produto da soma pela diferenca de dois termos), que sGo discutidos
do ponto de vista geométrico.
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c)casos de fatoracdo (fator comum, agrupamento, trinémio quadrado
perfeito e diferenca de dois quadrados).

Além desses, merecem destaque os seguintes conceitos: a
comutatividade, a propriedade distributiva da multiplicac@o em relacéo & adicéo
(ou, simplesmente, distributividade) e os principios da igualdade.

A ALGEBRA NA ANTIGUIDADE

Hé& registros de que os babilénios, na antiguidade (1.700 a.C.), j4
manipulavam operacdes algébricas e resolviom equacées completas do 2°
grau, pois jG@ dominavam algumas formas de fatoracéo. Séculos mais tarde,
matemdtica grega, que sofreu modificagdes consideraveis & época de Platdo
(séc. IV a.C.), deu um novo tratamento & dlgebra babilénia herdada pelos
pitagéricos. A dlgebra aritmética antiga cedeu lugar a uma élgebra geométrica
segundo a qual os problemas envolvendo, por exemplo, equacoes lineares ou
quadrdticas passaram a ser interpretados. Assim, os gregos desenvolveram a
prépria dlgebra dentro da geometria. (Essa também teria sido uma maneira
que os gregos encontraram para evitar o uso de razdes, devido ao problema
da incomensurabilidade. Ver Boyer (1974)).

No século IX o matematico muculmano al-Khowarizmi usou a dlgebra
geométrica grega para justificar processos algébricos, em sua mais importante
obra, considerada a que inaugura a dlgebra: Al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-
jabr wdl-mugabala (Pequena obra sobre o cdlculo da reducdo e da
confrontacéo). Ver D’Ambrosio (1994, p. 46). Mais tarde, no séc. Xll, um
algebrista hindu chamado Bhaskara, que sabia resolver equacées quadrdticas
completando quadrados, seria autor de um processo geral para resolver esse
tipo de equagdo. Ver Baumgart (1993, p. 10). Vale salientar que, mesmo antes
desse matemdtico, os nUmeros negativos |G eram aceitos pelos hindus; além
disso, eles j& tinham conhecimento de que uma equacdo quadrdtica (de raizes
reais) tem duas raizes.

No que diz respeito a forma de representacéo escrita, o desenvolvimento
da notagdo algébrica evoluiu ao longo de trés estdgios: “o retérico (ou verbal),
o sincopado (no qual eram usadas abreviacées de palavras) e o simbdlico”,
(BAUMGART, 1993, p. 3), que teria surgido por volta de 1500 e que também
sofreu modificacées e mudancas dessa época para a atualidade. Por essa
classificacdo, as dlgebras de al-Khowarizmi e de Bhaskara seriam,
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respectivamente, de estilo retdrico e sincopado. A seguinte representacGo é
mostrada a titulo de ilustracdo de uma forma simbélica da dlgebra do século
XVI: Girolamo Cardano (sébio italiano, 1545) escreveria Cubus p 6 rebus
aequalis 20, que significa x> + éx = 20. As representagdes simbolicas
receberiam contribuicées dos matemdticos e teriam ficado estdveis desde o
final do século XVIII. Ver Baumgart (1993, p. 12).

O DIAGRAMA GREGO PARA O QUADRADO
DA SOMA DE DOIS NUMEROS

Dentre os principais produtos notdveis - que s@o aquelas multiplicacdes
de uso freqiente no cdlculo algébrico e que, para cada uma delas, normalmente
se deduz uma regra de uso prdtico -, vale destacar, em importancia para o
presente trabalho, os seguintes: o quadrado da soma (ou da diferenca) de dois
termos e o produto da soma pela diferenca de dois termos. Sendo a e b dois

termos, o quadrado da soma é dado por (a+b) =a* +2ab+b* .

A identidade (az+b)2 —a® +2ab+b* era concebido pelos gregos em

termos do diagrama da Fig. 1 e era anunciado no Livro Il d’Os Elementos de
Euclides (apud BAUMGART, 1993, pdgs. 6 e 7), da seguinte maneira:

“Se uma linha reta é dividida em duas partes quaisquer, o quadrado
sobre a linha toda é igual aos quadrados sobre as duas partes, junto com duas
vezes o retdngulo que as partes contém”.

b’| ab
abl a°
a+b Fig. 1. Interpretacdo geométrica de (a+b)2 =a’+2ab+b’ .

A Fig. 1 mostra uma (estreita) relagdo com os termos da expressao

(@+b) =a’ +2ab+b> . Quer dizer: o significado da figura acima é que o

quadrado maior, de lado (a+b), equivale & soma dos dois quadrados menores,
a?e b2, mais os dois retdngulos iguais, que somam 2ab. A Fig. 1 exemplifica a
dlgebra geométrica grega.
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No que se refere a questdo de ensino de matemdtica quando recorre
& dlgebra geométrica grega, o uso de exemplos semelhantes aos da Fig. 1
normalmente é feito apenas como uma visualizac@o do produto notével referente.

A expressGo matemdtica para o quadrado da soma de dois termos
geralmente é desenvolvida, algebricamente, nos livros-textos de 79 série,
aplicando-se a propriedade distributiva. Contudo, também ha abordagens pela
via geométrica. Em Pierro Netto (1982, pdgs. 41-42), livro para a 79 série,
esse produto notdvel é apresentado de duas maneiras: a) Geometricamente: é
mostrada a figura de um quadrado de lado a+b e seu desdobramento em dois
retdngulos (iguais) e dois quadrados (diferentes); a conclus@o, do livro, é que:

Portanto: (a+b) =a’ +2ab+b* ; b) Algebricamente: nesse caso, o livro

desenvolve aquela expressdo aplicando a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relacdo & adicdo. Depois de mostrar pelo processo pratico
(multiplicacéo de a+b por a+b), é, entdo, anunciada a regra:

“O quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do primeiro,
mais o dobro do produto do primeiro pelo segundo, mais o quadrado do
segundo” (PIERRO NETTO, 1982, p. 42). Seguem-se exercicios para se calcular
produtos notdveis.

A abordagem dos livros-textos que trazem ilustragcdes da dlgebra
geométrica grega pode ndo significar muito para o aluno, do ponto de vista
construtivo, uma vez que parece limitada a uma fradu¢do de uma expressGo
algébrica para seu equivalente geométrico, ndo obstante a importGncia que
essa visualizacdo, em termos de dreas planas, pode trazer para ele. Nesse
caso, o uso da Histéria da Matemdética parece estar tendo um cardter apenas
ornamental. No entanto, a Histéria da Matemdtica pode ser usada em sala de
aula de modo significativo para o aluno.

AL-KHOWARIZMI: RESOLUCAO DE EQUACOES

Al-Khowarizmi (ca. 780 — ca. 850), importante matemdtico drabe, foi
autor de um livro prdtico sobre resolucdo de problemas de dlgebra. Em seu
mais importante livro de matemdtica, conhecido como Al-jabr wa’l mugabalah,
al-Khowarizmi trata de aritmética e dlgebra. O termo Al-jabr “significa
‘restauracdo’ ou complementacdo’, e parece referir-se & transposigéo de termos
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subtraidos para o outro lado da equac@o”, enquanto “a palavra mugdbalah,
ao que se diz, refere-se a ‘reducdo ou ‘equilibrio” — isto é, ao cancelamento
de termos semelhantes em lados opostos da equacdo” (BOYER, 1974, p. 167).
A abordagem do livro de al-Khowarizmi trata de seis casos de equacées lineares
e quadrdticas que t&m uma raiz positiva, a saber: ax*=bx; ax’=c, ax=c;

2 2 " . .
ax’ +bx=c; ax*+c=bx; ax’=bx+c. Al-Khowarizmi sabia resolver esses

seis casos particulares de equagdes seguindo os cdlculos ensinados pelos
matematicos hindus e justificados por processos geométricos. Na resolucdo de
uma equacdo, ele fazia transposicdo de termos mediante uma al-jabre a reducdo
de termos semelhantes aplicando al-mugdbala (ver D’AMBROSIO, 1994). Em
outras palavras, o al-jabr e o al-mugdbala de Al-Khowarizmi correspondem,
respectivamente, ao principio aditivo (ou propriedade) da igualdade, e a reducéo
de uma express@o algébrica a termos semelhantes.

Os principios da igualdade constam nos livros de matemdtica da 6°
série (ver: SANGIORGI, 1982, p. 123, 6° série; IEZZI, DOLCE, MACHADO,
1992, p. 90, 6° série).

A propésito, cita-se o Livro | d’Os Elementos de Euclides, que contém
uma lista com cinco postulados — que sd@o as hipdteses bdsicas relativas o
geometria plana — e cinco axiomas, aceitos como verdadeiros e, portanto,
sem demonstracdo. Atualmente a maioria dos matemdticos nGo mais veria a
necessidade de fazer essa distincdo, e ambos os tipos de hipdteses seriam
chamados de axiomas ou postulados, segundo Aaboe (1984). O Livro | d"'Os
Elementos de Euclides fem o seguinte axioma: “Se a grandezas iguais forem
adicionadas grandezas iguais, as somas serGo iguais” (apud AABOE, 1984, p.
58). E claro que uma interpretacéo atual desse axioma corresponde ao principio
aditivo da igualdade, que explica a transposicdo de termos com mudanca de
sinal numa igualdade.

Do ponto de vista social, o trabalho al-Khowarizmi sobre dlgebra de
pode ser visto como “essencialmente um método de resolugio de problemas
ligados a distribuicGo de bens e de terras, provenientes de herangas ou dotes
seguindo os preceitos d'O Cordo” (D’AMBROSIO, 1994, p. 47). Al-Khowarizmi
também pode ter sido o responsavel pela difusGo da matemdtica hindu no
mundo islémico e pela sua penetracéo na Europa, a partir do século XII.
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No presente trabalho, resgata-se, da Histéria da Matematica o quadro
geométrico usado por al-Khowarizmi com objetivo de abordar o desenvolvimento
de um processo geral para resolugdo das equacdes de 2° grau, através de
atividades diddticas. Salienta-se que a discussdo que se segue estard,
inicialmente, restrita aos nimeros inteiros positivos. No entanto, no que diz
respeito ao ensino, essa limitagdo ndo implicard prejuizo para a aprendizagem
do aluno, pois, uma vez que ele tenha abstraido o processo geral, deverd
libertar-se das representacées concretas e resolver qualquer equacdo quadrdtica
através da manipulagéo algébrica do processo geral alcancado, seguindo as
regras para resolucdo. Alids, o que se pretende mesmo é que a resolucdo
algébrica, usando os simbolos e regras da matemdtica, seja alcancada com
compreensdo pelo aluno. Essa parte algébrica é complementada com uma
discussdo que também passa por geometria, qual seja, a da obtencdo da
segunda raiz (nGo positiva) da equacéo por processos de fatoracdo. Desse
modo, acredita-se na viabilidade dessa abordagem para ajudar o aluno na
aprendizagem e compreensdo do processo de resolucdo de equacoes
quadrdticas.

O trabalho que segue compreende o seguinte: uma apresentacdo do
método de al-Khowarizmi para a resolucdo de uma equagdo do 2° grau
completa, usando a dlgebra geométrica grega; uma generalizacao do processo
de resolucdo desse tipo de equacéo; e, por Ultimo, uma discussdo sobre o
desenvolvimento algébrico da férmula de Bhaskara, generalizada para os
ndmeros reais, que é complementado (na parte de sugestées de atividades)
com discussdes ilustradas por figuras geométricas sobre fatoracéo de trinbmio
quadrado perfeito, numa abordagem que pode ser reproduzida em sala de
aula.

A RESOLUCAO DE UMA EQUACAO DO 2° GRAU
USANDO O PROCESSO DE AL-KHOWARIZMI

Para se discutir o quadro geométrico de al-Khowarizmi, considere-se a

equagdo x”+4x—5=0,da qual se quer obter a solucdo positiva para a variével
x. A discussdo que segue é explicada com representacéo algébrica e ilustrada
por quadrados e reténgulos. Quero deixar claro que optei por fazer uma
apresentacdo em detalhes em virtude do objetivo diddtico do trabalho. A
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representacdo geométrica, ou o quadro geométrico de al-Khowarizmi,
constitui-se na parte central da argumentacdo.

A idéia bdsica consiste em obter a drea de um quadrado do qual se
quer saber o valor do lado para determinar a incégnita da equagdo. Isso significa

’ . ’ - 2
que é preciso escrever a equagdo dada na forma (a+b)Y =a’+2ab+b” .

Porém, a expressdo x° +4x—5 ndo é um quadrado perfeito, e, portanto, ai estd
o problema: como transformd-la num quadrado perfeito? (O que equivale a
perguntar como fazer sua fatoracéo para obter um quadrado perfeito.)

. 3 i - 2
Para al-Khowarizmi, a solucdo da equacdo x”+4x-5=0 (ou
2 § % " .
x* +4x=>5) passa por um dos seis casos particulares listados acima.

- ~ 2
Resolucdo da equagdo x” +4x—-5=0.
Fazendo-se inicialmente uma transposicéo de termos (i. é, fazendo uma

al-jabn), a equacdo dada fica x*+4x =5, isto &, do (4°) tipo: ax’ +bx=c .

O primeiro membro da equagéo é idéntico a x* +2x+2x .

110

. ~ 2 v we
Geometricamente, a expressdo x” +2x+2x significa: um quadrado

(x*) mais dois retdngulos iguais (2x+2x) , como mostra a Fig. 2.

X x X

Fig. 2: Inferpretacdo geométrica da expressGo x? + 2x + 2x.

Tendo em vista a idéia bdsica da resolucdo, a questdo é como formar
um quadrado com os reténgulos dados (ver Fig. 2). Verifica-se que cada
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retdngulo tem um lado igual ao lado do quadrado. Assim, dispondo-se
adequadamente os retéingulos e o quadrado, obtém-se a Fig. 3. E evidente que

a Fig. 3 sugere a construcdo de um quadrado de lado igual a (x+2) .

2 2
2x
X 2 x 5
x 2% -
1
x 2 le—x —i 2 [
Fig 3: Interpretagio geométrica de Figd4 Adreax(x +2) +2x éiguala 5
x{x +2) +3%
A interpretacdo algébrica da Fig. 3 permite escrever a expressdo x (x + 111
2) + 2x.

A Fig. 4 foi desenhada para visualizar que a drea do quadrado (x9 mais
as dreas dos dois retangulos (2x + 2x) é igual a 5.

Na Fig. 5, é evidente que a drea na cor cinza é o complemento que falta
para o quadrado de lado igual a x + 2, que é obviamente igual a 4.

Fig. 5: A drea do quadrado
maior é dada por (x+2)°=5+4.

Sendo a drea do quadrado
maior da Fig. 5 igual a 5 + 4 = 9,
entdo é claro que o lado desse
quadrado € igual a 3 e, portanto, x +
2 = 3; logo, a solucéo ébvia, de al-
Khowarizmi, para a equacdo

x+2

x+2 2 x*+4x=5 é que x = 1.
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Neste ponto, faco duas observagdes:

19) A solucdo da equagdo x” +4x-5=0, que foi obtida com auxilio

de uma argumentacdo geométrica, também deve ser discutida do ponto de
vista da manipulacéo algébrica, salientando-se o uso dos principios da
igualdade e outras regras de manipulagdo algébrica.

Em termos de manipulacdo, a resolucdo algébrica de x*+4x-5=0

fica assim:

(i) Transpondo-se termos da equag@o x*+4x—5=0 ,para
se completar o quadrado, obtém-se x*+4x=5 (usando
o principio aditivo da igualdade x*+4x-5+5=0+5).
(i) Desmembrando-se os termos da equagao para se (fazer
a interprefacdo geométrica) completar o quadrado, obtém-
se: x> +4x=x"+2x+2x.

(iii) Completando-se o quadrado, i. ¢, adicionando-se 4
aos dois membros da igualdade (com base no desenho):
x2+2x+2x+4=5+4 (Obs.: AFig. 3 pode ser composta

nas duas partes: x(x+2)+2(x+2)=9, que trata de um
caso simples de fatoracdo; e, também, como o produto
de dois lados: (x+2)(x+2)=9, que é a fatoragdo por

agrupamento), obtém-se a drea do quadrado:

(x+2)>=9.

(iv) Para determinar o valor da incégnita, o aluno pode fazer:

A(x+2)’=9= (x+2)(x+2)=3x3=>x+2=3. . x=1 0u

b) J(x+2)> =J9=>x+2=3. . x=1.
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Em resumo, a abordagem acima possibilita dois movimentos na
resoluc@o da equacdo: o primeiro, da dlgebra para a geometria, quando se
recorre a uma inferpretacdo geométrica da expressdo algébrica; o segundo,
um desenvolvimento algébrico com justificativa geométrica. A pratica de
outros exercicios certamente contribuird para uma maturacéo do processo
pelo aluno.

Vale salientar a importéncia do trabalho concreto nesse tipo de
atividade. Trabalhando-se com figuras recortadas, ou mesmo desenhadas
em papel oficio, a atividade de manipulacdo do material permite ao aluno
fazer interpretacées, verificacoes e discutir possibilidades num trabalho em
grupo. Na linguagem de Piaget (1995), isso corresponde & abstracdo empirica;
numa fase mais elaborada do processo de desenvolvimento, chamado de
abstracéo reflexiva, o uso do material deverd estar superado pela linguagem
simbdlica.

29 Para determinar a outra raiz da equacdo (x+2)*=9 - que,

inicialmente, o aluno pode obter por um processo de tentativa e erro -, também
é possivel usar um artificio geométrico visando obter um processo algébrico
que permita resolver a equacao.

Observa-se que a equacdo (x+2)* =9 corresponde ao segundo tipo

- i . . 2
das equacdes de al-Khowarizmi, qual seja: ax” =c¢ - No caso em foco, ¢ = 9,
isto €, um quadrado perfeito. Entdo, a equacdo acima pode ser reescrita como
(x+2)*>—=3% =0, a qual se reconhece como uma diferenca entre dois quadrados.

Para se obter uma expressao algébrica equivalente a essa diferenca de quadrados
e se buscar a solucdo da equacdo, pode-se apelar para uma manipulacdo
geométrica da diferenca entre dois quadrados de dreas diferentes (o que era
do conhecimento dos gregos)?.
. . 2 2

Considere-se dois quadrados de lados re s, com r > s, tal que " —s" >

0, como mostra a Fig. 6. Em termos concretos, pode-se dizer que: retirando-se
2 " ) .

o quadrado s° do quadrado 7*, como mostra a Fig. 6, sobra a drea em cinza.

Recortando-se a drea remanescente segundo o prolongamento de um dos lados

(s) do quadrado menor, restam os retdngulos de dreas #(r—s) e s(r—s).
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Como esses dois retangulos tém um lado em comum, que é (r—s),
dispondo-os adequadamente, consegue-se formar o reténgulo de drea

(r +s)(r —s), como mostra a Fig. 7.

Logo, tem-se a seguinte equivaléncia de  dreas:

r? —s* =(r+s)(r—s), que pode ser assim descrita: a diferenca de dois

quadrados é igual ao produto da soma pela diferenca dos lados desses
quadrados. A seqiéncia das Figuras 6 e 7 ilustra bem o caso.

— 1§ —

T

r-g

1

— -5 —

——r+s ——
ng6 !‘2-52 Fig? (.?"+5)(.?‘-S)

114 Chama-se atencdo para a importancia de o aluno lidar com as figuras
acima concretamente (manipular: observar, medir, riscar, cortar, justapor, efc.;
representar simbolicamente e tirar conclusdes), como um trabalho significativo
no processo de aprendizagem (ver DIENES, 1970).

Observacédo: No caso acima, foi arbitrado que 7 >s, em virtude de

tratar-se de uma interpretagdo geométrica. No entanto, no caso de uma atividade
didatica num nivel mais abstrato, o aluno poderd verificar facilmente que a

~ 2 2 ’ At ’ . 3 :
relacgo 1’ —s* =(r+s)(r—s) é valida para nomeros reais, atribuindo valores
para re s e substituindo nessa relacdo de equivaléncia.

Desse modo, a relacdo obtida para uma diferenca entre dois quadrados
pode ser generalizada algebricamente. Assim, em relacéo & equacdo

(x+2)*-3*=0, pode ser escrita a seguintfe equivaléncia:
(x+2)° ~32 =[(x+2)+3][(x+2)-3].
Em conseqiéncia: [(x+2)+3][(x+2)—3] =0. Ora, para que 0 produto

de dois numeros seja nulo, um dos fatores deve ser nulo, entdo: [(x+2)+3]=0,
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que resulta em x=-5, isto é, a sequnda raiz da equacdo; ou [(x+2)-3]=0,

onde x = 1, como |4 foi determinado.

Em conclusdo, equagbes escritas na forma x*—3p° =0 podem ser

resolvidas pelo caso de fatoracdo explicado acima.

Assim, novamente uma interpretacdo geométrica de uma expressdo
algébrica mostrou-se 0til para a descoberta e generalizaggo de um processo
para resolucdo de uma equagdo.

DESENVOLVENDO A FORMULA DE BHASKARA
USANDO O QUADRO GEOMETRICO GREGO

Atribui-se ao matematico hindu Bhaskara (séc. Xll) o desenvolvimento
de um processo especial para resolucé@o das equagdes quadrdticas. A dedugéo
dessa férmula, que costuma ser apresentada nos livros-textos de matemdética
(87 série do I° grau), consiste numa manipulacao algébrica da forma canénica

2 . e .z Y 5
ax” +bx+c =0 para explicitar a variavel x em funcao dos coeficientes a, be c.

No presente trabalho, o referido algoritmo é desenvolvido através de
um processo que chamo de algébrico-geométrico, a exemplo da discussdo
acima levada a efeito sobre o processo de al-Khowarizmi. Desse modo,
novamente se recorre & interpretacdo geométrica de uma expressdo algébrica
para se obter o completamento do quadrado da expressé@o algébrica através
da sua visualizacGo geométrica (por uma intuicGo matemdtica).

Vale salientar o seguinte: Que 1

presente abordagem pressupde, inicialmente, que os coeficientes a, b,

c e a variavel x da equacdo, na sua forma candnica ax’+bx+c=0, sdo
positivos; além disso, para facilitar a interpretagdo geométrica, primeiramente
é discutido o caso particular em que o coeficiente a serd igual a 1, o que
equivale a dividir a equacdo por a,

obtendo-se: x? +éx+E =0.
a a

Tendo-se em vista facilitar a interpretacGo geométrica da expressGo

b ¢ b c . .
’+=x+—=0,0u x*+—x=——,faz-se a seguinte mudanga de parédmetros:
a a a a
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! b e , s . : 2 .
Sejam —=p e —=gq; assim, a equagdo acima fica: x"+px=—¢.

a a

A expressGo x*+ px pode ser interpretada geometricamente para

p_ P

- 2 .
completar o quadrado. A expressdo x°+ px , equivalente a x* +x+x,

pode ser representada geometricamente por um quadrado e dois retGngulos

; ; p ,
iguais a X, como na Fig. 8, com o

2

obijetivo de compor um outro quadrado para
determinar o termo que o completa, como se
vé na seqUéncia.

A Fig. 9 mostra os retdngulos (da Fig.8)
dispostos adequadamente de modo a formar

um quadrado, de lado x+§. Observa-se

2

que o quadrado %—, em cinza, é a figura que

falta para completar o quadrado de darea

2
P P P
S = = =
Ex zj[x 2] (x 2] . De acordo com

a Fig. 9, a érea do quadrado de lado x+§é

2
igual a: x> +2 —p]x+(£
igual a (2 5

b0 |y
b 'y

bl

x x x

Fig. 8: Interpretagiio geométrica de x” + % X+ g x

oo

v

Fig 9:Quadrado de area igual a:

(s 2)[s+2)=(s+2)

Uma vez que o quadrado foi completado, a Fig. 9 cumpriu seu papel
na parte de manipulagdo concreta da deducdo. A atengdo pode se voltar
agora para a equagdo do problema, a parte algébrica.
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Ora, como x2+px=—q , entdo: x2+2{§}6+[§] =—q+(§] , (o

2
: . 2l s 3 : . @i .
que equivale a adicionar [2J a equacao, aplicando-se o principio aditivo da
igualdade).

Logo, de acordo com a Fig. 9, a seguinte relacdo algébrica pode ser

2 2
escrita: (x+§J =(§] —q. Observa-se que para continuar a deducdo pela
via geométrica se poderia interpretar o lado direito da igualdade em termos da
drea de um quadrado, como se segue.

2 2
T:A N | 102 N
Cabe, entao, escrever a seguinte equivaléncia: | 2 9

R CRIE S R CRIR

Essa Ultima expressdo, que significa a diferenca entre dois quadrados,
também pode ser interpretada geometricamente, como j& foi visto acima
(ilustrado pelas Figuras 6 e 7).

Desse modo, seguindo-se a mesma abordagem, recorre-se @
interpretacdo geométrica da diferenca de dois quadrados, supondo-se que essa
diferenca seja positiva, no sentido de se obter uma equivaléncia de dreas e se
usar esse fato em termos algébricos. A explicac@o que se segue serd feita passo
a passo para permitir um melhor acompanhamento, numa analogia com as
Figuras 6 e 7.

Voltando a discutir a respeito da resolucdo da expressao algébrica obtida

2

2 2 2
acima, [x+§] - {[%) —q} =0, pode-se interpretd-la em termos do
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resultado obtido com as dreas das Figuras 8 e 9. Desse modo, obtém-se a
seguinte equivaléncia com as regras de operacgdo:

R BRI G R G

Substituindo-se de volta: p = b % g=<, entdo a expressdo fica:
a

1 1
b b> ¢ )? b AL
x+—+|—5——| [x+——|-—=—-=]| [=0
2a 4q a 2a da” a

Usando-se a condicdo de nulidade de um produto para examinar cada
um dos fatores da expressdo acima, obtém-se as seguintes formas:

p? ¢ _ —b—+b’—4ac

118 abdglep=m =D =——0 ——(

bl

Ou:

b b* ¢ _ —b+b* —4ac

X syl =) DK
2a 4a° a 2a

(1)

As formas (1) e (Il) podem ser resumidas numa Unica expressdo:

—b+~b* —4ac ) . _ B
X 5 (Ill), que é a férmula para resolucdo de equagdes
a

do 2° grau, conhecida como a Férmula de Bhaskara (que, obviamente, nGo
tinha essa representacdo simbdlica no séc. XII).
A férmula (Ill) é vélida para os coeficientes a, b e ¢ reais, com a#0.

Educagdo em Questdo V.12 e 13. N.3/2. jul./dez. 2000 - jan./jun. 2001



ARTIGOS

2

DETERMINACAO ALGEBRICA DO TERMO 57 para DEDUCAO DA FORMA GERAL

4a

~ 2
O termo que completa o quadrado na expressdo ax” +bx+c =0,

necessdrio para sua fatoragdo e desenvolvimento da férmula, também pode
ser determinado apenas do ponto de vista algébrico, isto é, sem se recorrer &
interpretacGo geométrica. A apresentacdo que segue ndo é comum nos livros

2

textos. Assim, para a determinagéo algébrica de i— , tomando-se como ponto
a

¥ 2 _ " »
de partida a forma geral ax” +bx = —c, fazem-se algumas restrices objetivando
simplificar a exposicdo que se segue.
Supondo-se, inicialmente, a existéncia de um certo y > 0, tal que o
. . = 2 oy .
primeiro membro da equagdo ax”+bx+y=y—c (com q, b e x positivos) seja
2

um trinébmio quadrado perfeito, o objetivo € mostrar que y = e 119
a

Sendo ax® +bx+y um trindmio quadrado perfeito, entéo sua fatoracdo

é dada por: (\fc;x+\/;)2; mas, como essa expressdo é o quadrado da soma

de dois termos, entdo se tem a seguinte equivaléncia:

(\/Ex+\/;)2 = ax® + 2,Jayx+y.

Porém, os dois trindbmios se equivalem, pois, por hipétese, ax” +bx+y

é um quadrado perfeito.

Entdo, verifica-se a seguinte equivaléncia: ax’+2\/ayx+y =

ax® +bx+y , cuja simplificacdo leva a: 2,/ayx =bx . \Jay = g; como ay >0,

2

entdo: y=-"— como se queria determinar.
4 4q
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2
Substituindo-se y = z— em ax’+bx+y=y—c, obtém-se a expressdo
a

2 2 1
algébrica ax2+bx+b—:——c,0u multiplicando-se por [_ja entdo
4a 4a a

5 b . B ¢
= ===
a 4a° 4a° a
bZ
Observacdo: Essa dedugdo reitera a determinagdo de = pelo processo
a

geométrico, como feito na discussGo anterior. Mas, parece evidente que, do
ponto de vista diddtico, a dedugéo pela via geométrica se torna mais interessante
(ou consubstanciada) pela prépria intuigdo do desenho geométrico.

b b B* ¢
A expressdo x2+[5)x+m=ﬁ—; pode agora ser reduzida

utilizando-se os casos de fatoracdo (fator comum, agrupamento, trinémio
120 quadrado perfeito e diferenca de dois quadrados) obtendo-se o seguinte

desenvolvimento:
, (b b b\ b*—dac b\ b b\ b*—dac
4| — x| —x+| —=| =———0ou Ax+t—- |t Xt |77
2a 2a 2a 4a 2a 2a 2a 4a

bY [(1 ’
donde: (JH'E;J Z[(%] b’ —406} , cuja fatoracéo conduz, como |G vimos,

& formula geral da equagao (Il).
Algumas observagées sobre o radicando (b*4ac) complementam @
deducéo.
1) Observa-se que: quando b*> —4ac >0, e lembrando

b* —4ac

que 4a’ >0 (para a+0), entdo a expressGo —,—5—
a

s OU
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| N |
[Z)m’ corresponde ao quadrado representado

b 2
por (H%] » como mostra a Fig. 10.
2) Quando ocorre b?-4ac=0, entdo o primeiro membro

b 2
de [x + —J =0, gue sé se anula para x = 2 (sendo,
2a 2a

portanto, a Unica solucdo algébrica possivel),

geometricamente é um quadrado de lado x+2i .
a

3) Por outro lado, se b*—4ac <0, entdo a equacdo

x= 2i (b +Vb* - 4ac] néo representa uma drea plana
a

(um quadrado). Em outras palavras, \|b*> —4qc ndo é um 121

numero real. No caso em questao, isso equivale a escrever
2 3
b 4ac—-b
a expressdo: Xt 5| T =0, o gue se
P 7 2a 4a’ 9

caracteriza como uma impossibilidade do ponto de vista
matemdtico.

21
* 1 722
@(b -dac)
L y ) 5
% . [x+ b) _b"—4ac
. ) : 1g. : 2a 4a2 .
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Por Ultimo, chama-se atencdo para o seguinte: sendo b —4ac um

numero real maior ou igual a zero, a expressdo +~/b> —4ac nGo significa que
esse numero tenha duas raizes, pois a raiz quadrada de um NUmero Real é

uma operacdo em R e, como tal, deve ser univoca. Lembrando que a expressGo

++/b% —4dac é o resultado da unido de duas féormulas, como visto acima, entdo:

x= %(b+x/b2 —4ac] e x= % (b—\/bz -4ac], que, combinadas, formam:
a a

1 ra * 4 - . . 4
= b++b* —4ac |. Além do mais, essa férmula ndo afirma, por si s6, o
a

duplo sinal da raiz quadrada de um numero real positivo.

ALGUMAS SUGESTOES DE ATIVIDADES

A seguir, sdo apresentadas algumas sugestées de exercicios para o aluno.
122 Uns exercicios jé estdo feitos e servem de exemplos. Optou-se por poucos
exercicios pelas seguintes razdes:

(i) a aprendizagem depende menos da quantidade de
exercicios do que da maneira como séo realizados, quer
dizer, como uma investigacdo matemdtica,

(ii) os livros-textos de matemdtica de 8° série trazem muitos
exercicios que devem servir para esse tipo de resolucdo,

(iii) além disso, vale lembrar que um dos objetivos desse
trabalho é que o ensino de dlgebra via geometria seja
um facilitador da aprendizagem dessa matéria e que o
aluno aprenda a resolver problemas através da
interpretacdo e manipulagéo algébrica dos dados.

Quanto ao uso de material concreto, fica a critério do professor escolher
um tipo adequado para fazer as representacdes geométricas, que pode ser, por
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exemplo, reténgulos recortados em papel rigido ou em material eva (fambém
conhecido como material emborrachado), ou, ainda, se preferir, através de
desenhos. Além do mais, a necessidade do aluno em relagdo ao apdio do
material ndo é necessariamente a mesma para todos de uma turma, o que
exige atencdo do professor para intermediar o processo de atividade de ensino.

Por Gltimo, o uso do material nesse trabalho deve estar associado ¢
questdo das representacdes simbélicas e de seus significados. Afinal, faz parte
do objetivo geral desenvolver o pensamento abstrato sobre a matéria e saber
usar as representacoes simbdlicas na comunicagdo matemdtica.

ATIVIDADES

1. O objetivo dessa primeira atividade é completar o quadrado em cada
expressdo usando o processo geométrico discutido no texto. Nos itens (a) e (b)
as expressdes sdo dadas na forma incompleta para simplificar a interpretacao
e construcdo do quadrado, sendo que em (b) uma das dimensdes dos retdngulos

5
obtidos é um nUmero racional [E ; a expressdo (c), que ndo se enquadra em

nenhum dos 6 casos de al-Khowarizmi, também pode ser resolvida com auxilio

de interpretacdo geométrica, como é mostrado através da Fig. 11.

a) x* + 6x b) x* +5x c) x> +6x+8
A Fig. 11, que é uma interpretacdo de 5
x> +6x+8 por dreas, mostra claramente que
falta um quadradinho para que a drea maior X
pOSsa ser expressa como (x+3Xx+3). Logo,

de acordo com o desenho a expressdo acima
pode ser escrita como a seguinte equivaléncia:

X +6x+8+1=(x+3)x+3). Fig 11: 2 +6x+8+1=(x+3)(x+3)

2. Obijetivo: completar o quadrado e resolver as equagdes abaixo
para determinar uma solucdo positiva.

a)x* +3x-4=0 b)8x2+2x¥1=0
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3. Objetivo: Determinar, por fatoragéo, a outra solugdo de cada
equacdo da atividade 2.

4. Obter, por processo geométrico, a fatoracdo do trinémio®:

x> —4x+4=0 . AFig. 12 mostra a interpretacdo geométrica de cada um dos
termos do trindmio dado.

Ell
Ol
x xlxlixllx
]
L !
/N & B B
& ¥ =3 O 1

Fig.12: Um quadrado (x2), quatro reténgulos iguais 4(1x) e 4 unidades.

A seqiéncia das Figuras:13-16 mostra que, & medida que se subtrai
um retangulo de drea 1x, do quadrado x?, a partir da segunda subtragdo se
torna necessdrio compensar com a adicdo de um quadrado unitdrio, E
interessante a resolucdo concreta dessa questdo, pois a manipulacao fisica do
material permite visualizar a solucdo passo a passo e escrever o referente
simbélico. Para tanto, é preferivel que o aluno recorte as figuras como ilustrado
abaixo.
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1

x-l 1 . :'c-l 1 3_-2
—x-1—Ho —x-1— —x-2— —x-2—
Fig.13 Figl4 Figl5 Fig 16

As areas remanescentes das Figuras 13 a 16 sdo dadas pelas expressées
abaixo:

Fig.13: x> —x=x(x-1) Fig. 14: x> =2x+1=(x—1)x-1)

Fig. 15: x*=3x+2=(x—2)x-1) Fig. 16: x> —4x+4=(x-2) .
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5. Fatorar, usando geometria, as expressoes:
1 2
a) az-[ij sendo a>l; b) x*+4x+4 c) X E5n46
2

6. O primeiro caso particular das equacdes de al-Khowarizmi,
q
\ e . 2 ’ z 5
correspondente & equacdo incompleta ax” =bx, também pode ser visualizado

concretamente para ajudar o aluno no entendimento do caso mais simples de

s

= i - 2
fatoracdo, o fator comum. Seja, por exemplo, resolver a equagdo x” =3x. E

claro que por tentativa e erro o aluno poderia concluir que as solugdes séo
x=3 e x=0. Porém, a fatoracéo dessa equacdo pode ser obtida pela

interpretacdo geométrica de x> =3x (um quadrado de lado x com drea

equivalente a trés retangulos iguais de lados 1 e x). Fica para o leitor discutir e
concretizar passo a passo a solugdo dessa equagdo.
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NOTAS

! Para uma discuss@o sobre aprendizagem de conceitos algébricos fundamentais, ver Rodrigues Neto (1998).

2 A diferenca de dois quadrados fazia parte da dlgebra geométrica grega (ver BOYER, 1974, p. 57)
3 2 2 B a L ] . -
Sendo, por exemplo, @~ + 2ab+b°, os livros textos da 7 e/ou 8° séries ensinam como testar se a expressao

[ 2 (1.2
dada é um quadrado perfeito verificando se 2vNa” x\Nb” =2ab . (Ver: PIERRO NETTO, 1982, p. 56)
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