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Resumo: Ha alguns anos ocorre um interessante debate concernindo a capacidade da teoria das
categorias em fornecer um esquema conceitual auténomo para uma abordagem estruturalista da
filosofia da matematica. O ponto de partida da discussio pode ser remetido ao artigo de Steve
Awodey (1996), no qual sugere-se que a teoria das categorias é capaz de fornecer uma nogao precisa
e flexivel de ‘estrutura’ para os propésitos de uma filosofia estruturalista. Geofrey Hellman (2003),
principal proponente de uma forma alternativa de estruturalismo matemadtico (estruturalismo
modal), examinou a possibilidade de uma tal sugestao e chegou a uma conclusao parcialmente
negativa. Duas principais réplicas, resultantes de perspectivas filos6ficas diametralmente opostas,
foram sugeridas por Steve Awodey (2004) e Colin Maclarty (2004). No presente artigo, expomos
esse debate, bem como examinamos e defendemos a posi¢ao de Awodey com nossos proprios
argumentos.
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Abstract: For some years now there has been an interesting debate concerning the ability of
category theory to provide an autonomous conceptual framework for a structuralist approach to
the philosophy of mathematics. The starting point of the discussion can be referred to Steve
Awodey's (1996) paper, in which he suggests that category theory is capable of providing an accurate
and flexible notion of 'structure' for the purposes of a structuralist philosophy. Geofrey Hellman
(2003), the main proponent of an alternative form of mathematical structuralism (modal
structuralism), examined the possibility of such a suggestion and came to a partially negative
conclusion. Two main replicas, resulting from diametrically opposed philosophical perspectives,
were suggested by Steve Awodey (2004) and Colin Maclarty (2004). We will expose this debate, as
well as examine and defend Awodey's position with our own arguments.
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INTRODUCAO

‘Estruturalismo’ designa, dentro da ontologia e epistemologia da
matematica, um leque de diferentes abordagens filoséficas que possuem em
comum o lema segundo o qual matematica é sobre estruturas abstratas
instanciadas em diferentes sistemas estruturados. Todas essas diferentes
abordagens compartilham também uma preocupagio com alguns problemas
filos6ficos. Dentre esses, é particularmente influente a indeterminacao da
referéncia dos termos numéricos usualmente atribuida a Benacerraf (1965) e

Parsons (1964).

Como é bem conhecido, podemos empregar teorias de conjuntos para
construir modelos para a aritmética. Qualquer modelo dos niimeros naturais deve
consistir em uma sequéncia dotada de um elemento inicial e uma regra de
progressao que satisfaca todos os axiomas de Peano. Existem pelo menos duas
maneiras distintas ja bem consagradas de se interpretar a teoria dos nimeros
naturais dentro das teorias de conjuntos. Ambas as interpretagdes resultam em
um conjunto dos nimeros naturais distinto (ordinais de Zermelo e ordinais de Von
Neumman), porém, ambos s3o isomorfos entre si. De forma mais geral, qualquer
modelo que satisfaga os axiomas de Peano em segunda ordem é isomorfo a
qualquer outro modelo’. Na medida em que para que uma opgao seja aceitavel é
necessario e suficiente que ela satisfaga os axiomas de Peano, as duas opgdes que
mencionamos acima sao fgua/mente aceitaveis. Se defendermos que niimeros sao
conjuntos, ou que a totalidade dos ntimeros naturais é um conjunto, entao
devemos estar lidando com conjuntos determinados, ja que todo conjunto é um
conjunto determinado. Entao, temos de enfrentar o dilema por qual das muitas

opg¢oes igualmente aceitaveis é a tnica opgao correta.

Apesar de termos escolhido, como fez Benacerraf, o exemplo particular dos
ordinais de Zermelo e dos ordinais de Von Neumman, qualquer constru¢ao dos
nimeros naturais como classes ou como classes de classes sofre exatamente dos
mesmos males. O objetivo do dilema tal como apresentado por Benacerraf nao é
vetar que nimeros naturais sejam tratados como certas construcdes dentro de
certas teorias, ou mesmo que se professe que uma certa série de conjuntos possa
funcionar como uma série de nimeros naturais dentro de algum sistema. Tanto
Benacerraf quanto Parsons desenvolveram seus argumentos como uma objegdo a

teoria dos nimeros de Frege e alguns de seus pressupostos filoséficos. Apontar

! A restricao “em segunda ordem” tem de ser adicionada pois, como é conhecido pelo teorema de Lowenheim-
Skolem, nenhuma teoria em primeira ordem com modelos infinitos pode ser categoérica, ou seja, possuir um Gnico
modelo a menos de um isomorfismo.
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para o fato de que diversas redugdes s2o ndo sé possiveis por principio como
também igualmente legitimas é uma estratégia que mina a pretensao filoséfica de
“revelar” o que os niimeros realmente sao por meio de alguma redugao em termos

de conjuntos.

Benacerraf conclui, drasticamente, que nimeros n2o sé nao sao conjuntos,
como também n3o s2o propriamente “objetos” de qualquer tipo. Uma vez que sao
possiveis uma infinidade de redugdes, a aritmética seria uma ciéncia universal que
trata igualmente de qualquer sistema de objetos arranjados como uma progressao
recursiva, e nio uma teoria que descreve uma série particular de objetos. Essa
conclusio é uma particularizagio para o campo da aritmética do lema

estruturalista geral que mencionamos no primeiro paragrafo.

Também é bastante comum argumentar em favor de que uma concepgao
estruturalista é adequada pois ela faz justica a atividade dos matemadticos
praticantes. Quando lidamos com algebra, por exemplo, é frequente que duas
construgoes feitas, por assim dizer, por “caminhos diferentes” se revelem como
isomorfas entre si. Dado um espago S e um ponto so € S pode-se determinar um
grupo chamado de ‘o grupo fundamental de S’ e denotado por m<S, so>. Os
elementos desse grupo sao todas as transformacoes representando trajetorias*
continuas de so para so. Descrevendo o grupo de forma intuitiva: o elemento
neutro do grupo é a trajetoria trivial so»so que representa a operacao de “ficar
parado”; a inversa de uma certa trajetéria é obviamente “fazer o caminho de volta”;
e a multiplicagao do grupo é a concatenagao de duas trajetdrias nas quais o ponto
final de uma coincide com o ponto inicial de outra (pela defini¢ao de grupo todas
as trajetdrias acontecem de ser concatenaveis). Se aplicarmos essa defini¢ao geral
ao circulo S, junto com algum ponto o qualquer do circulo, temos que o grupo
1<S,, 0> é formado pelos /loops que percorrem o circulo n vezes comegando e
terminando em 0. A concatenagio de um loop que percorre o circulo n vezes e um
outro que percorre m vezes é um /oopque percorre o circulo n + mvezes. Considere
que a operagao de realizar um tnico Joop ao longo do circulo pode ser feita tanto
em sentido hordrio quanto em sentido anti-horario. Represente uma dessas agoes
como resultado de se somar 1 e outra como subtrair 1. Temos que o0 grupo
fundamental do circulo é isomorfo ao grupo aditivo formado pelos ntmeros
inteiros e pela operac¢ao de soma denotado por < Z, +>. Tanto quanto diga respeito
a teoria dos grupos, T<S,, 0> e <Z, +> s30 “idénticos”. Ambos s3o o grupo abeliano

livremente gerado a partir de um conjunto unitario. O algebrista praticante nao

% Essas trajetorias sao consideradas a menos de uma homotopia, mas isso nao parece relevante pra nosso
argumento agora.
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precisa se incomodar em distinguir duas cdpias isomorfas de uma mesma

estrutura algébrica.

Temos aqui uma situa¢ao que nao é completamente diferente do problema
das multiplas redugdes apresentado por Parsons e Benacerraf. Nimeros inteiros
podem ser introduzidos a partir dos nimeros naturais ja construidos, como
classes de equivaléncia de pares ordenados de naturais, definidas pela relag¢ao de
equivaléncia R(<a, b>, <c, d>) verdadeira de dois pares de naturais <a, b> e <c, d>
se, e somente se, a +d =b + c. Desse modo, um niimero inteiro é o resultado de se
subtrair do primeiro elemento de um par o segundo elemento do mesmo par e a
equivaléncia é introduzida para garantir que, por exemplo, <1, 4> e <2, 5> denotem
0 mesmo namero inteiro. Assim, podemos falar que existe uma construgio dos
nameros inteiros a partir dos ordinais de Zermelo e outra construgao a partir dos
ordinais de Von Neumman. Na construgao dos inteiros a partir dos ordinais de
Zermelo, o par ordenado <{®}, {{D}}> pertence ao nimero inteiro -1, na constru¢ao
a partir dos ordinais de Von Neumman nao. Vamos usar os indices ‘z’ e ‘n’ para
distinguir entre esses dois conjuntos de niimeros inteiros: Z,e Z,; e devemos fazer
0 mesmo para distinguir entres as duas operagdes de soma sobre inteiros +, e +x.
Temos agora dois grupos abelianos <Z,, +, > e <Z,, +» >. Qual dos dois grupos é o
verdadeiro grupo dos nimeros inteiros sob a operagido de soma? Ou talvez
deveriamos construir a aritmética inteira a partir da geometria e dizer que o

verdadeiro grupo <Z, +> é o grupo fundamental do circulo?

E trivial dizer que teorias algébricas lidam apenas com a estrutura universal
compartilhada por diversos sistemas, ja que, ao contrario da aritmética, tais
teorias nao sao formuladas com qualquer simbolo que possa a primeira vista ser
tratado como um nome particular, mas somente com termos gerais. Cada teoria
algébrica lida universalmente com uma classe geral de estruturas formadas por
um dominio e uma lista de operagdes, agrupadas sobre a mesma teoria por
satisfazerem uma mesma lista de equagbes. Mas a aritmética pode vir a ser
descrita como se fosse a teoria de uma certa série particular de objetos: a série dos
nameros naturais. O dilema das multiplas redu¢des mostra que, no fundo, a
aritmética é muito mais semelhante a algebra do que sua apresentagao superficial

pode fazer parecer.

Duas décadas antes da publicagio dos argumentos de Benacerraf e Parsons,
os matematicos Saunders Maclane e Samuel Eilenberg publicaram o texto
“General Theory of Natural Equivalences’, no qual apareceu pela primeira vez a
teoria das categorias. Como é bem conhecido na literatura, hi suficientes

evidéncias de que /nicialmente os criadores da teoria nao a pensaram como uma
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alternativa auténoma aos fundamentos da matemdtica ent3o vigentes. Pelo
contrario, categorias foram introduzidas apenas como um plano de fundo
axiomatico para que se pudesse definir alguns conceitos, ou uma linguagem ttil
para a formulacao de alguns problemas especificos, no campo da topologia
algébrica (Marquis, 2008, p.11). Aquilo que parece ser o mais crucial rurning point
que haveria de realmente mudar o estatuto da teoria foi o artigo “Sur quelques
points dalgébre homologique” de Alexander Grothendieck®. Grothendieck
introduziu a no¢ao de uma ‘categoria abeliana’ utilizando-se de expedientes que
agora s3o familiares a todos que ja estejam habituados as teorias de topos: em vez
de simplesmente caracterizar o conceito de ‘grupo abeliano’, ele forneceu uma lista
de axiomas que descreveriam as propriedades essenciais do “universo” dos grupos
abelianos conectados por seus homomorfismos (ou seja, da categoria de todos os
grupos abelianos). A caracterizagao foi dada nos termos que chamaremos de
‘puramente categdricos’, isto €, tao somente em termos de ‘morfismos’ ou ‘setas’—
ou com mais precisao: em termos da algebra da operagao de composi¢ao sobre os
homomorfismos de um universo de estruturas. De acordo com Maclarty, a
axiomatizacao de Grothendieck da nogao de ‘categoria abeliana’:
[...] ndo é como os axiomas para grupos abelianos. Essa é uma descri¢do axiomatica
de toda a categoria dos grupos abelianos e de outros categorias similares. N3o pres-
tamos atengdo ao que os objetos e setas s30, apenas a quais padrdes de setas existem
entre objetos (McLarty, 1990, p. 356, tradugao minha).

A descrigao puramente categérica do universo de todos os grupos abelianos
enfatizou uma suposta propriedade da teoria das categorias: sua autonomia. Essa
autonomia pavimentou caminho para as diversas propostas de fundamentagao da
matematica feitas por William Lawvere e baseadas em teoria das categorias: teoria
dos topoi, teoria elementar da categoria dos conjuntos e a teoria da categoria de
todas as categorias. Pode-se sugerir que a teoria das categorias nao s6 é auténoma
no sentido de n3o “depender” de outras formas de se fazer matematica, mas
também no sentido mais forte de fornecer ferramentas para fundamentagoes da
matematica alternativas as teorias de conjuntos tradicionais. Essa sugestao vem
de fato sendo feita por alguns autores desde a década de 60. Normalmente, ela é
motivada pelo fato de que as restri¢des impostas pelo paradoxo de Russell tornam
as teorias de conjuntos muito fracas para fornecer modelos para os casos mais

interessantes de categorias. Como nao parece haver maneira razoavel de fornecer

® Nao é meu objetivo aqui fazer uma descricao detalhada dos eventos histéricos ou tampouco argumentar
profundamente em defesa de afirmagdes sobre a histéria da teoria das categorias. Ao leitor interessado,
recomendo artigo de Laine e Marquis: Categories in Context (2005). Os autores apresentam uma versao da histéria
da teoria tendo como fio condutor o desenvolvimento de uma “abordagem top-down” para estruturas
matematicas.
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fundamentos conjuntisticos para a teoria das categorias, entao alguns tedricos das

categorias buscam prover fundamentos categéricos para a matematica.

Os gérmens das propostas fundacionais de Lawvere apareceram em sua tese
de doutorado, Funcrorial Semantics of Algebraic Theories (1963), e, portanto,
poucos anos antes do termo ‘estruturalismo’ comegar a circular com mais
frequéncia nos artigos e livros sobre filosofia da matematica. Contudo, a afinidade
entre a teoria das categorias e o lema estruturalista é autoevidente. A ideia de se
caracterizar os objetos em uma categoria apenas via os mapeamentos que o0s
conectam a outros objetos dentro dessa categoria é obviamente similar a diversas
formulagbes que encontramos para a tese estruturalista. A titulo de exemplo,
Charles Parsons inicia desta maneira seu “7The Structuralist View of Mathematical
Objects’:

Por ‘visdo estruturalista’ dos objetos matematicos, quero dizer a visdo de que a refe-
réncia a objetos matematicos é sempre no contexto de uma estrutura de fundo, e que
o0s objetos envolvidos ndo possuem mais do que o que pode ser expresso em termos
das relagGes basicas da estrutura (Parsons, 1990, p. 1, tradug¢io minha).

Ao afirmar que a matematica lida com “estruturas”, uma nogao de ‘estrutura’
deve ser fornecida, se é que a afirmacio deve possuir absolutamente algum
contetdo. Assim como as teorias de conjuntos (ou, como pretendemos que fique
claro ao longo do texto, até mais do que em teorias de conjuntos), a teoria das
categorias é um lugar natural para se buscar uma. Ha uma certa variedade de
estruturalismo, batizado como ‘ante rem’, que se baseia na ideia de se desenvolver
uma ontologia (seja axiomditica ou informal) cujos objetos basicos
corresponderiam explicitamente a nogao de ‘estrutura’ e/ou a de uma ‘posi¢ao
abstrataem uma estrutura’. A teoria da estrutura de Shapiro (1997) e a “matematica
como ciéncia dos padroes” de Resnik (1981) sdo os mais conhecidos exemplos desse
tipo de abordagem. Dada a generalidade da nogao de ‘categoria’, parece uma
sugestao natural que substituamos ‘estrutura’ por ‘categoria’ e ‘rela¢do’ por
‘morfismo’ e passemos a pensar o estruturalismo incorporado nos métodos e na
linguagem da teoria das categorias como uma instincia de um tal estruturalismo
ante rem. Contudo, nio é de modo algum claro que possamos representar
literalmente qualquer tipo de modelo para uma teoria matematica como uma certa
categoria. Pelo contrario, nao é dificil de se imaginar alguma construc¢ao que nao
satisfaca a definicdo de categoria. Embora seja argumentavel que qualquer
construgdo possa ser definida dentro ou em termos da teoria das categorias, isso
nio significa, ainda, que possa ser introduzida como uma categoria zout court. A

nocao de ‘categoria’ falta a generalidade que se deve exigir de uma nogao de
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‘estrutura’; em matematica lidamos constantemente com algebras ou com

sistemas de relagdes que nao satisfazem a definicao de categoria.

Entao, se como Bell sugere, a teoria das categorias d4 origem a uma “teoria
axiomatica geral da estrutura” (Bell, 1981, p.356), ela deve fazé-lo de uma maneira
mais suatil ou “indireta”. Essa maneira parece ter sido formulada mais
explicitamente por Awodey (1996). Tal formulagao foi motivada pelo mesmo fato
que Lawvere (1966) menciona como motivagao para sua teoria da categoria de todas
as categorias: a crescente tendéncia da matematica moderna em caracterizar
estruturas matematicas em termos de mapeamentos entre objetos em vez de
objetos tomados de forma isolada. Os exemplos mais paradigmaticos de
categorias sao sistemas de objetos matematicos equipados com um certo tipo de
estrutura, conectados por mapeamentos preservando exatamente o tipo de
estrutura em questao. De fato, mesmo que haja exemplos de categorias que nio se
encaixem nessa descri¢ao informal, sem divida essa é a ideia intuitiva que motiva
a defini¢ao formal do conceito de uma categoria em geral. Se os exemplos
paradigmaticos de categorias s3o objetos matematicos estruturados junto com
mapeamentos preservando essa estrutura, a uma certa categoria especifica
corresponde um certo tipo geral de estrutura. Essa certa categoria fornece uma
maneira de caracterizar e descrever estrutura matematica de um certo tipo em
termos de mapeamentos entre objetos matematicos equipados com o tipo de
estrutura em questao. A categoria de todos os grupos corresponde a estrutura de
grupo, de todos espagos continuos corresponde a estrutura topoldgica, etc. Os
axiomas para a teoria geral das categorias axiomatizam precisamente a nogao de
um ‘tipo de estrutura matematica’ em termos de um “sistema de mapeamentos

que preservam esse tipo de estrutura” (Awodey, 1996, p. 212).

Awodey fez em 1996 a sugestdo de que fildsofos e matematicos deveriam
olhar para a teoria das categorias para clarificar a no¢ao de ‘estrutura’ para os
propodsitos de um “estruturalismo filoséfico”. Essa sugestao foi interpretada por
alguns, talvez erroneamente, como a afirmacao de que a teoria das categorias
prové fundamentos para a matemadtica estrutural, ou pelo menos como uma
consequéncia direta dessa asser¢ao. Um interessante debate acerca do estatuto da
teoria das categorias ocorreu entre Awodey e Geoffrey Hellman, envolvendo os
textos dos autores que se encontram na referéncia bibliografica do presente artigo.
A tréplica de Awodey é responsavel por clarificar a caracteristica mais distintiva de
uma abordagem categérica, que a diferencia dos fundamentos tradicionais da

matematica. Falo da diferenca entre uma abordagem rop-down e bottom up para
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caracterizagdo estruturas. Na se¢do seguinte a sugestio de Awodey serd

apresentada com mais detalhes.

A SUGESTAO DE AWODEY

Para entendermos melhor o significado da sugestao de Awodey, talvez seja
proveitoso que a coloquemos em contexto, comparando-a com outras possiveis
alternativas, como a nogao de ‘estrutura’ da teoria dos modelos. Seguindo Hale
(1996) e também Dummett (1991, p.295), podemos distinguir entre dois usos para a
palavra ‘estrutura’ ji bem difundidos na literatura matematica. A teoria dos
modelos nos fornece uma maneira de, dada uma certa linguagem de primeira
ordem L, atribuir uma (ou frequentemente mais de uma) estrutura semantica para
L capaz de tornar sentencas formuladas em Lverdadeiras ou falsas. Essa estrutura
é uma interpretagdo de L. A estrutura é introduzida como um certo conjunto-
dominio ndo vazio de elementos, junto com relagdes, propriedades e operagdes
definidas para os elementos do dominio. Todos esses diferentes itens sao definidos
em termos de conjuntos, e 0 modo como eles sao “agrupados” é, por assim dizer,
irrelevante. Dado uma teoria T, em L, i.e., um conjunto de sentengas formadas
apenas a partir dos simbolos de L, chamamos de um ‘modelo de Ty’ uma estrutura
de L que satisfaga todas as sentengas de T;. Entdo, em um certo uso de ‘estrutura’,
dizemos que uma estrutura é uma certa cole¢ao de elementos particulares, junto
com uma lista de operagdes ou relacoes definidas entre os elementos dessa colegao.
Os elementos da estrutura ji possuiam seus critérios de identidade bem
determinados antes de serem agrupados sob um dominio comum e, por isso, sao
identificaveis independentemente de sua posi¢ao na estrutura. Vamos reservar a
expressao ‘estrutura-modelo’ para tal nocao de ‘estrutura’. Em outro uso bem
estabelecido da palavra, que podemos chamar de ‘estrutura abstrata’, dizemos
dessas estruturas-modelo que elas possuem uma mesma estrutura no caso de
haver um mapeamento um a um entre seus dominios conservando relagdes ou
operagdes relevantes em um certo contexto. Uma vez tendo fixado esse contexto,
com isso fixamos critérios de identidade que nos permitem falar sobre uma

estrutura abstrata particular ou em classes de estruturas abstratas.

Dummet insiste que quando o estruturalista diz que matematica é sobre
estrutura, devemos interpretar o termo ‘estrutura’ no sentido abstrato, pois a outra
opcao trivializaria a tese estruturalista ja que qualquer modelo de uma teoria é
uma estrutura no sentido da teoria dos modelos. Hale defende que isso ndo é tao
filosoficamente indcuo quanto Dummet pretende, pois pressupde que uma teoria

matematica é sobre seus modelos pretendidos. De qualquer modo se supormos
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que as abordagens estruturalistas resolvem o problema das multiplas redugdes, o
lema estruturalista precisa ser entendido como asserindo que a matematica fala

sobre estruturas no sentido abstrato.

Semelhante a nogao de ‘estrutura’ da teoria dos modelos, hd aquela que
aparece nos elementos de Bourbaki. De acordo com Awodey (1996), a nogao de
‘estrutura’ de Bourbaki é uma generalizagio da nog¢ao tradicional vinda da teoria
de modelos, mas que aceita possiveis estruturas correspondentes a linguagens de
ordem superior. De forma um pouco vacilante, Awodey chama as duas nogoes
tanto de concepgao ‘modelo teorética’ quanto de “nogao de estrutura de Bourbaki”,
logo apés distingui-las. Claro que isso se deve ao fato de que o aspecto relevante ao

seu argumento é precisamente aquilo que ambas possuem em comum.

Awodey afirma que a nogao de ‘estrutura’ de Bourbaki é importante por dois

aspectos:

(1) A ideia de um conjunto dominio “equipado com uma estrutura” moldou a

concepgao standard de um objeto matematico;

(2) Ela deixou claro que a0 menos alguns fatos acerca de objetos matematicos

sio validos em virtude de sua estrutura.

Evidentemente, a palavra ‘estrutura’ ocorre em (1) e (2) no seu sentido
abstrato. Temos aqui uma tens3o prépria a matematica moderna. Por um lado, a
concepgao de estrutura de Bourbaki deixou claro que propriedades
matematicamente relevantes de estruturas-modelo sio precisamente aquelas que
sdo invariantes para certos isomorfismos, ou seja, aquelas que dependem tao
somente da estrutura abstrata instanciada. Apesar disso, a propria nogao de
‘estrutura’ que foi empregada na elaboragao e construgao dos objetos matematicos
exige que cada objeto seja uma colecao particular construida a partir de elementos
cuja identidade ja era previamente determinada. “A descrigao de Bourbaki de
objetos matematicos como conjuntos com estrutura leva a uma perspectiva
estrutural atil, que a linguagem e os métodos da prépria teoria dos modelos nao
servem para descrever particularmente bem.” (Awodey, 2012, p. 211; tradugao

minha).

A tendéncia da matematica moderna, fortemente moldada pelos Elementos
de Bourbaki, em nao distinguir entre as “cpias” isomoérficas de certas construgdes
é devida ao advento do método axiomatico. Ha quem diga até que o dogma central
do método axiomaitico é a ideia de que “estruturas isomorficas sao
matematicamente indistinguiveis em suas propriedades essenciais” (Mayberry,

1994, p.19-20). Uma teoria axiomdtica carrega consigo uma nogao de
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‘homomorfismo entre dois modelos da teoria’. Dois modelos da teoria conectados
por um par de homomorfismos que sdo um a inversa do outro s2o indistinguiveis
do ponto de vista da linguagem na qual a teoria em questao é formulada. Para ser
um pouco mais preciso, isso significa que apenas usando as propriedades, relagoes
e operagoes envolvidas na assinatura da linguagem formal dentro da qual a teoria
axiomatica é expressa, nao podemos formular uma sentencga dessa linguagem que
seja verdadeira para um certo modelo M e falsa para um modelo M’ isomorfo a M.
Apesar da tendéncia propria ao método axiomditico em identificar duas
construgoes indistinguiveis entre si, essa ideia é literalmente falsa dentro dos

fundamentos mais padrdes para a matematica.

A nogio categérica de estrutura seria recomendada por Awodey
principalmente pelo fato de que ela se adequa melhor do que os fundamentos
tradicionais a essa tendéncia em nao se importar com propriedades que nao sejam
preservadas para uma certa no¢ao de ‘isomorfismo’. A teoria das categorias
surgiria de uma necessidade natural por uma linguagem e por métodos capazes
de expressar e lidar melhor com questdes relacionadas aos diferentes tipos de
estrutura. Se assim desejarmos, podemos descrever uma categoria a partir da
especificagao de modelos de uma certa teoria junto com os homomorfismos entre
esses modelos que preservem a estrutura relevante para a teoria. Ainda assim, a
categoria, tal como descrita pela linguagem puramente categérica, determina esse
tipo de estrutura de uma maneira independente dos métodos iniciais de
especificagao (Awodey, 1996, p. 5). A descrigao categdrica de uma certa estrutura
goza de uma “invaridncia sintatica” no sentido de que a descricao é feita de tal
modo que ela nao depende de nenhuma escolha particular de alguma descri¢ao

modelo teorética possivel.

Préprio a0 modo modelo-teorético de se lidar com um certo tipo de estrutura
é comecar por uma lista de axiomas, i.e., uma teoria que caracteriza a estrutura
em questao, e passar a considerar modelos que satisfazem os axiomas dessa lista,
para em seguida considerar seus homomorfismos. A caracterizagiao do tipo de
estrutura em questao pode também ser feita pelo modo préprio da teoria das
categorias: por meio das equagdes satisfeitas pelos homomorfismos da teoria
axiomatica da qual partimos, submetidos a operagao de composi¢io. Ou, de um
modo conciso: somente pela algebra abstrata de morfismos da categoria. A
invaridncia sintatica da teoria das categorias é creditada a linguagem que ela

emprega: nenhuma propriedade que possa vir a ser definida a partir dos termos
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primitivos da teoria poderia vir a distinguir entre dois objetos isomorfos entre si*.
Os argumentos que apresentaremos na se¢ao seguinte fornecem razdes para
acreditarmos que mesmo que a teoria das categorias possa ser uma linguagem
interessante para descrever ou iluminar aspectos de certas estruturas, ela nao
pode ser considerada auténoma no sentido de nao depender de alguma outra
teoria mais fundamental. A teoria faltaria o que se deve exigir de uma teoria

fundamental da matematica.

OS ARGUMENTOS DE HELLMAN CONTRA A AUTONOMIA DA TEORIA
DAS CATEGORIAS

Serd importante para nossos propositos que facamos uma distingao clara
entre duas afirmagoes. A primeira delas, que chamaremos de tese (ou “sugestio”)
de Awodey, é a afirmagdo de que deveriamos buscar uma nogao de ‘estrutura’
dentro da teoria das categorias, para os propdsitos de uma filosofia estruturalista
da matematica. Outra afirmacdo é a de que a teoria das categorias nos fornece
instrumentais para a fundamenta¢ao da matematica de uma maneira alternativa
e auténoma em relacao aos fundamentos tradicionais em termos de teorias de
conjuntos. Vamos chamar essa segunda afirmacao de ‘tese de Maclane™. Agora,
podemos nos perguntar qual a conexao que existe entre a tese de Awodey e a de
Maclane. De acordo com Hellman, a sugestao (ou “tese”) de Awodey possuiria,

naturalmente, a tese de Maclane como um pressuposto (Hellman, 2003, pagina 2).

Hellman comega constatando que é muito conhecido que Maclane proponha
a teoria das categorias como um fundamento auténomo. Ainda assim, nas
apresentagoes mais formais, Maclane usa a teoria dos conjuntos como
fundamento. Se essa realmente for a posi¢ao oficial, entao a teoria das categorias
nao seria de fato autdnoma, por motivos dbvios. Ao mesmo tempo, contudo,
Maclane sugere uma alternativa: teorias de topos podem substituir a teoria dos
conjuntos em seu papel fundacional. Nesse caso, a matematica poderia vir a ser
desenvolvida pela linguagem interna de um topos, constituida pelos primitivos da

teoria das categorias mas “regulados” pelos axiomas adicionais em virtude dos

4 Uma interessante objecdo a essa afirmacao foi posta por Tsementzis (2017). Segundo essa objecao a linguagem
da teoria das categorias na verdade nao estd em posicao melhor do que as teorias de conjuntos tradicionais em
fornecer uma linguagem adequada ao estruturalismo, i.e., uma linguagem cujo poder expressivo seja restrito as
propriedades estruturais. Note, no entanto, que a objecdo se baseia em aceitar como parte da linguagem
categorica nomes particulares para morfismos e objetos dentro de uma categoria. Mas é caracteristico da teoria,
desde os seus primordios, identificar objetos e morfismos apenas via propriedades universais que s6 o0s
determinam a menos de um isomorfismo. A objecao cai por terra assim que adicionamos a exigéncia de que nao
se deve empregar nomes particulares. Essa restricdo nao limita significativamente a utilidade da teoria, ja que
ela sempre é, no minimo, um pressuposto implicito em qualquer uso da teoria.

5 Hellman atribui essa tese a Maclane, no texto sobre o qual falaremos.
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quais uma categoria é dita ser um topos, ou, mais especificamente, um topos com
o axioma de extensionalidade. Os argumentos em Hellman(2003) sao
apresentadas como objecOes a essa alternativa, que o autor acredita que é um

pressuposto da sugestao de Awodey.

A objecao que Hellman apresentou a sugestao de Awodey pode ser dividida
em duas partes centrais. Primeiramente, o autor reitera o conhecido argumento
de Feferman, com alguns comentarios relevantes. Feferman (1977) argumenta que
se espera de um fundamento da matematica que ele fornega as nogdes de uma
cole¢do nao estruturada e de uma operacao qualquer entre duas colegoes e que a
teoria das categorias, assim como outras teorias algébricas, nio pode fazé-lo,
devendo-se antes apoiar em alguma teoria fundacional de fundo que o faga. Por
fim, a objegao que parece ser a central que Hellman dirige aos fundacionalistas
categéricos é denominada como ‘o problema do enderego residencial’. Esse tltimo
problema gira em torno da ideia de que a teoria das categorias nao poderia, por si
s0, fornecer bases para que se decida sobre sentengas que afirmam, de forma
assertdrica, a existéncia de estruturas tornando verdadeiras as sentengas da

matematica.

E digno de nota que Hellman também faz algumas observagdes, ainda
esquematicas, com o objetivo de levantar duvidas sobre o que o autor chama de
uma ‘autonomia forte’. A teoria das categorias satisfaria uma tal autonomia forte
se a teoria n3o s6 puder fornecer fundamentos que se sustentam por si mesmos,
mas também que esses fundamentos sejam capazes de um “desenvolvimento
conceitual inteligivel do inicio ao fim, genuinamente distintivo”, sem qualquer
desvio pela teoria de conjuntos (2003, p. 6). O ponto em se levantar essa davida é
que nao é absolutamente claro se realmente construgdes abstratas em termos de
categorias seriam compreensiveis sem uma explicacio em termos de outras

teorias mais intuitivas, como as teorias dos conjuntos.

O ja mencionado argumento de Feferman é apresentado em Feferman (1977)
como uma objecao ao projeto fundacional de Lawvere de axiomatizar a
matematica como uma teoria da categoria de todas as categorias. Ainda assim, o
argumento pode ser lido de forma mais geral®. Ele se baseia na ideia de que
conceitos introduzidos para se classificar estruturas, bem como o préprio conceito

geral de ‘estrutura’, dependem definicionalmente de alguma nogdo prévia de

¢ Que a objegao tenha sido direcionada ao programa de fundamenta¢ao mencionado é explicitamente afirmado
por Feferman. Meu ponto aqui é que € trivial que a objegao possa ser estendida para qualquer projeto fundacional
onde as nogdes primitivas da teoria das categorias aparecam como as mais fundamentais da matematica - desde
que aceitemos, claro, a premissa de que as nocoes de classe e operacao devem ser propriamente explicadas dentro
da teoria fundamental.
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operagao e cole¢ao. Dentre tais conceitos “estruturais” estariam pelo menos
conceitos algébricos como grupos, anéis, etc. Mas incluiriam também o conceito
de ‘categoria’ e, consequentemente, os conceitos mais especificos que resultam de
se adicionar ao conceito de categoria determinagdes adicionais, como o conceito

de topos.

As nogoes de ‘colegao’ e de ‘operagao’ nao s6 sdo empregadas na hora de se
definir o conceito de categoria, mas também aparecem de forma crucial nas etapas
posteriores de desenvolvimento da teoria, por exemplo na explica¢ao do conceito
de um funtor entre categorias. Na hora de decidir sobre questoes de completude
formuladas em termos de colegées de morfismos, muitas vezes também é
necessario que se realize a operagio de produto cartesiano sobre cole¢des de
estruturas em uma categoria. Entao:

[...] Em cada passo devemos fazer uso das nogdes nio estruturadas de operagao e
colegao para explicar a nogao estruturada a ser estudada. A prioridade, se nao pri-
mazia, logica e psicoldgica das nogdes de operagao e colegao é, entdo, evidente
(Fefernan, 1977, p. 150; tradu¢do minha).

Feferman atribui uma espécie de prioridade psicoldgica aos conceitos de
cole¢do e operacao em relagio aos conceitos ditos “estruturais”. Pode-se objetar
que tal prioridade é, em larga medida, subjetiva. Matematicos distintos possuem
intuigoes distintas. Matematicos treinados de forma diferente, tendem a entender
mais facilmente nog¢des muito diferentes entre si. Mas o fato de que as pessoas
primeiro aprendam um certo conceito via um outro conceito que elas ja dominam,
nao faz com que o primeiro conceito deva necessariamente ser definido em termos
do segundo. A uma tal obje¢ao, Feferman certamente replicaria que quando ele fala
em “prioridade” dos conceitos de operagdo e colecio em relagao aos conceitos
estruturais, nao esta falando no tipo de “prioridade cognitiva” ou “psicolégica” que
tenho em mente, e sim que:

[...]Jos conceitos gerais de operagdo e colegao possuem prioridade /dgica com res-
peito as nogdes estruturais (tais como ‘grupo’, ‘categoria’, etc.) porque as Gltimas s3o
definidas em termos da primeira e nao conversamente. Ao mesmo tempo, acredito
que a experiéncia demonstra sua prioridade psicologica. Entendo que praticantes da
teoria das categorias se sentem t3o em casa em seu assunto que eles acham mais na-
tural pensar em termos categdricos em vez de termos conjunto-teoréticos, mas eu
compararia isso com nao precisando ouvir, uma vez que se aprendeu a compor m-
sicas (Feferman, 1977 , p.153; tradugao minha).

E plausivel tentarmos responder ao argumento de Feferman sugerindo que
a teoria das categorias fornece seu proprio conceito de ‘operagao’ e ‘classe’ nos
termos ‘morfismo’ e ‘objeto’, e esses conceitos sao implicitamente definidos pelos

axiomas, da mesma maneira como Hilbert sugere que os conceitos de ‘ponto’ e
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‘reta’ s20 definidos pelos axiomas da geometria. Um grupo de automorfismos, por
exemplo, pode ser descrito, em termos conjuntos teoréticos, COmo um conjunto
dominio S equipado com um conjunto F de operagdes unarias S » S, satisfazendo

0S axiomas:
(i) Existe uma fungio de identidade em F: {fx) =x| x € S} € F;
(ii)Toda fung2o em F possui uma inversa: Se f{x)€ F entdo /(x)€ F;

(iii) A composi¢ao de duas fungdes de F também é uma fungdo de F: Se fix)e
g(x)€ Fentdo flg(x))EF.

Mas podemos também, equivalentemente, descrever um grupo de
automorfismos como uma categoria formada por um certo objeto S junto com seu
morfismo identidade Ids e uma lista de endomorfismos £ S» S fechada sobre
composi¢ao, onde todo morfismo f é um isomorfismo. As “operagdes”
mencionadas na defini¢do conjunto teorética de um grupo de automorfismos
correspondem, precisamente, a morfismos em uma certa categoria; a “classe”, ou

conjunto subjacente, corresponde um objeto.

E nesse ponto que Hellman faz uma contribuicio A interpretagio do
argumento de Feferman ao notar que o problema com essa saida é precisamente a
de que ela se baseia em um apelo a uma interpretagao pretendida para a operagao
de composicao, como composi¢ao de fungdes definidas sobre algum tipo de
cole¢do. Hellman acredita que geralmente tedricos das categorias apresentam os
axiomas como sendo puramente “algébricos”. Os axiomas da teoria nao sio
concebidos como asserindo verdades sobre algum tipo de objetos, mas apenas
estipulando uma lista de condi¢des definidoras que estabelecem os requisitos sob
os quais algo pode ser chamado de uma ‘categoria’, assim como interpretamos
axiomas de teorias algébricas. Axiomas algébricos meramente estabelecem o que
significa dizer que algo é uma estrutura de um certo tipo. Se segue que os termos
da teoria n3o necessariamente precisam ser entendidos tal como s3o nessa
interpretagdo pretendida. Morfismos n3o precisam ser fungbes e,
consequentemente, a ‘composi¢ao’ mencionada nos axiomas nem sempre se
identifica com a composi¢ao entre fungdes em todas as possiveis interpretagdes da

teoria.

Na verdade, o argumento de Feferman pressupde que tratemos os axiomas
da teoria das categorias como “nao-assertdricos” ou algébricos, no sentido que
especificamos. O ponto é que as nogdes de colecao e de operagiao seriam
necessarias para que se especifique o que é que significa dizer de a/go que ele

satisfaz os axiomas da teoria. Classes e operagdes s3o o que constituem esse algo,
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que informalmente chamamos de ‘estrutura’. Quando apresentamos os axiomas
para a teoria das categorias, temos que fazer sentido da fala de que uma certa
colecio equipada com uma certa operagdo que passa a ser designada como
‘composi¢ao’ forma uma categoria. O que estd em jogo nao seria apenas uma nogao
de ‘classe’ que possa ser fornecida de forma interna a uma categoria (pela nogao de
‘objeto’), mas uma que deve ser fornecida antes que se introduza a nogao de
‘categoria’, dando sentido preciso a uma defini¢ao da forma: ‘uma categoria é uma
classe de objetos e uma classe de morfismos sujeitos a uma operagio de
composi¢ao com tais e tais propriedades...”. Uma vez que a teoria das categorias
nao pode ela mesma fornecer essas nogoes de classe e operacdo, seria necessaria
alguma outra teoria externa, que de acordo com Feferman poderia ser uma teoria

extensional dos conjuntos, ou uma teoria intensional dos tipos.

O principal argumento que Hellman apresenta nao se reduz a essa obje¢ao
apresentada por Feferman, embora deva estar relacionado com ela de alguma
forma. A questao pode ser colocada de forma curta: “[...]De onde as categorias vém
e onde elas vivem? [...] Ou, mais formalmente, quais axiomas governam a

existéncias das categorias ou dos topoi?” (Hellman, 2003, p. 9).

O problema aqui é o de que axiomas algébricos para a teoria das categorias,
bem como axiomas para tipos especificos de categorias, nao envolvem alegacdes
existenciais assertdricas. N3o se trata de dizer que nenhum quantificador
existencial ocorre formalmente nesses axiomas (o que seria simplesmente falso), e
nem mesmo que eles s6 ocorrem dentro de afirmagdes condicionais (o que seria
verdadeiro para os axiomas universais que se aplicam a qualquer categoria, mas
falso para axiomas de topos ou outros tipos de categorias que exijam a existéncia
interna de alguns objetos universais). Se trata de uma reiteragao de que mesmo as
afirmagoes existenciais devem ser lidas, nesse contexto, ao modo algébrico e nao
assertorico. Para tomar um exemplo, considere o axioma da teoria de topos
afirmando a existéncia de um objeto terminal. Tal axioma é analogo a axiomas
algébricos que afirmam que estruturas de um certo tipo possuem algum elemento
que satisfaga uma certa propriedade. E ndo é analogo a um axioma do infinito em
alguma teoria de conjuntos, por exemplo, que afirma, de forma absoluta, a
existéncia de um conjunto com uma quantidade infinita de elementos. Mas é
precisamente afirmagdes desse ultimo tipo que s3o requeridas. Axiomas
algébricos podem ser usados para justificar que em uma categoria de um certo tipo
existe algum objeto que satisfaz uma certa propriedade, mas nao podem justificar

que uma certa categoria existe, de forma absoluta.
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Uma objecao que parece quase imediata 2 ideia de que sejam necessarios
axiomas ou alguma teoria, mesmo que informal, legislando sobre a existéncia de
estruturas matemadticas tem forte inspiracao na ideia hilbertiana de verdade
matematica. Uma vez que nao estamos lidando com entidades concretas, parece
razoavel afirmar que da consisténcia das proposi¢des que descrevem uma certa
estrutura matemdtica segue-se sua existéncia enquanto estrutura abstrata.
Hellman interpreta a afirmagao de que a consisténcia garante a existéncia como
um sinénimo do metateorema da completude para a légica de primeira ordem.
(Hellman, 2003, p. 11).

Duas objecoes sao explicitamente levantadas a essa sugestao. 1) Essa saida
implica comprometer a autonomia da teoria das categorias, ja que o teorema da
completude deve ser provado dentro de algum framework que usualmente é a
teoria dos modelos. Uma vez que a teoria de modelos seria, nas palavras de
Hellman, “formalmente parte da teoria dos conjuntos” (2003, p. 11), adotar esse
metateorema como a lei fundamental que governa a existéncia no contexto da
teoria das categorias privaria a teoria de sua suposta autonomia em relagao a
teoria dos conjuntos. Poder-se-ia supor, entao, que a solugao deveria vir de uma
reformula¢ao da metaldgica feita do ponto de vista categdrico. Mas nao se poderia
apelar para os axiomas de algum topos precisamente porque esses axiomas seriam
defini¢Oes algébricas para um tipo especifico de categoria e, portanto, qualquer
afirmacao derivada desses axiomas é uma assercao hipotética geral que diz que
em estruturas satisfazendo certas condi¢des algumas propriedades sao satisfeitas.
2) Os modelos que s3o estabelecidos pelo teorema da completude nao coincidem
necessariamente com os modelos pretendidos. O teorema da completude para a
légica de primeira ordemnao garante que a construgao intuitiva que pretendemos
axiomatizar “exista”, mas apenas que exista alguma coisa que satisfaga os axiomas
que formulamos, aceitando, por exemplo, modelos de cardinalidade superior ou
inferior (portanto nio isomorfos) aos pretendidos, como mostra o teorema de

Lowenhein-Skolem.

Qual seria, propriamente, o problema de se assumir que toda sentenca
existencial da matematica é meramente uma atribuigao, por assim dizer, “relativa”
de existéncia? O problema seria o de cairmos na posi¢ao que podemos chamar de
dedutivismo: toda sentenga matemdtica, embora possa se parecer com uma
verdade determinada, no fim das contas seria apenas uma afirmacgao hipotética
que dependeria da existéncia das estruturas que estamos investigando. Hellman

assume que uma tal posi¢ao nao é aceitavel pois “ameacaria despojar a matematica
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de qualquer contetido distintivo” (Hellman, 2003, p.9). Uma referéncia é feita ao

ensaio de Quine “Truth by Convention”.

A RESPOSTA DE AWODEY

Mesmo que a teoria das categorias seja o frameworkdominante entre muitos
matematicos estruturalistas praticantes, formular sistematicamente um
estruturalismo filoséfico baseado em se interpretar corretamente essa pratica é
certamente um problema em aberto. Como temos enfatizado, a proposta de
Awodey é que a teoria das categorias seja usada para fornecer uma nogao precisa e
flexivel de ‘estrutura’ que se adeque melhor a pratica da matematica moderna de
se importar apenas com a estrutura abstrata dos objetos matematicos. Mas essa
sugestdo ainda n3o é a mesma coisa que vindicar algum tipo de filosofia

sistematica que possamos chamar de um ‘estruturalismo categérico’.

Como mencionamos, o artigo de Hellman contestando a sugestao de Awodey
motivou esse Ultimo a publicar outro texto como uma resposta as obje¢des de
Hellman. Mesmo se inspecionarmos apenas o texto de 1996, onde é apresentada a
sugestao de que a no¢ao de ‘estrutura’ deveria ser buscada na teoria das categorias,
é facil ver que pelo menos uma parte das obje¢des de Hellman se baseava em alguns
desentendimentos sobre o significado preciso da sugestao de Awodey. Ja nesse
texto, o autor tenta desvencilhar sua proposta de qualquer tipo de
fundacionalismo (1996, p. 210). Também ja dizia que a perspectiva estrutural
endossada pela teoria das categorias poderia ser sumarizada como a afirmacao de
que a matematica é sobre forma invariante e nao sobre um universo de objetos

matematicos que consistiriam em atomos logicos (Awodey, 1996, p. 235).

Na resposta a Hellman, Awodey enfatiza que a proposta de se empregar a
teoria das categorias para caracterizar estrutura de forma auténoma se trata de
um projeto radicalmente antifundacionalista por natureza. O que esti em questao
nao é que a teoria das categorias supostamente proveria fundamentos alternativos
para a matemadtica, e sim uma linguagem e métodos que viabilizam a pratica

matematica dispensando aquilo que usualmente chamamos de ‘fundamentos’.

Ao propor o problema do enderego residencial, Hellman impbe uma
exigéncia que so faria sentido de um ponto de vista fundacionalista. Esse ponto de
vista seria caracterizado pelaideia de se construir objetos matematicos especificos

dentro de um sistema fundacional particular de modo que:

(1) Haja objetos suficientes para se representar os objetos da matematica

ordinaria, nimeros, espagos, algebras, variedades, etc.;
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(2) Haja leis, axiomas e regras suficientes para se codificar todas as

inferéncias e raciocinios que na matematica se faz sobre tais objetos.

Por outro lado, a perspectiva categdrica seria caracterizada, numa primeira
aproximacao grosseira, por um ponto de vista que “enfatiza forma em detrimento
de contetido, descrigbes sobre construgdes, especificagao de pressuposicoes sobre
fundamentos dedutivos, defini¢ao de propriedades essenciais em detrimento da
construcao de objetos satisfazendo tais propriedades” (Awodey, 2004, p. 3). Em
oposigao a perspectiva que satisfaz as duas exigéncias mencionadas acima, na
maneira propriamente categdrica por exceléncia especificamos apenas a
informagao ou estrutura absolutamente necessaria naquele contexto, sem que se
pressuponha algum “conhecimento ultimo, especificacio ou determinagao
completa dos objetos envolvidos” (idem). Pela linguagem e pelos métodos tipicos
da teoria das categorias, nao haveria nenhuma necessidade de se comprometer
com um universo fixo de todas as entidades matematicas e nem mesmo com um

sistema de todas as inferéncias.

Dizer que n3o hd um comprometimento com um universo fixo de todas as
entidades, no é o mesmo que dizer que ha varios desses universos. A proposta de
John Bell (1986) baseada na substitui¢ao de uma matematica absoluta interpretada
sobre um universo Gnico por uma matematica aberta a interpretagao em diversos
topoi correspondentes a diversas “teorias de conjuntos locais” ainda seria,
essencialmente, uma proposta fundacionalista. A questao de se existem diversos
universos e sistemas de inferéncia para a matematica seria baseada, de acordo com
Awodey (2004, p.4), em uma pré-concepcao fundacionalista da matematica. De
forma talvez um pouco imprecisa demais, Awodey diz que a perspectiva categdrica

seria melhor descrita pela afirmagao de que nao existem tais universos e sistemas.

Essa liberagdo do comprometimento com algum universo fixo de entidades
regidas por leis fixas torna os axiomas e teoremas da matematica “essencialmente
esquematicos”. O que significaria que eles gozam de um tipo de generalidade que
nio resulta do emprego de quantificadores varrendo universos fixos, mas sim do
fato de que nenhuma informacao acerca de um universo de objetos é contida
nessas afirmagoes, a nao ser aquelas absolutamente necessarias dentro daquele
contexto. Todo teorema matemdtico possui, mesmo que /mplicitamente, uma
forma geral grosseiramente expressa por: “se tais e tais condi¢des forem o caso,

entdo tal e tal é o caso” (Awodey, 2003, p. 7).

Vamos tomar um exemplo particular qualquer de teorema da algebra, por

exemplo, o teorema de Cauchy dentro da teoria dos grupos. O teorema diz que se
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G é um grupo finito e pé algum nimero primo que divide a ordem de G (ou seja, a
cardinalidade do dominio de G) entdo G contém um elemento de ordem p, i.e.,
algum elemento xtal que pé o menor inteiro positivo e x* que é igual ao elemento
neutro do grupo G. Lembremos que a abordagem borrom up ou fundacionalista é
caracterizada por comegar pelo desenvolvimento de uma ontologia, cujos
elementos basicos consistem em atomos légicos a partir dos quais se constrdi os
objetos da matematica. Conceitos estruturais, tais como o conceito de monoide,
grupo, ou mesmo categoria, sao posteriormente introduzidos como uma forma de
se reunir sobre um nome comum espécies de construgdes de acordo com sua
morfologia, suas propriedades estruturais. Assim, para um fundacionalista, o
teorema de Cauchy afirmaria algo da forma: “Para qualquer objeto X do dominio
fixo de todos os objetos matematicos tal que X seja um grupo finito vale tal e tal
propriedade”. A abordagem rop-down reconhece que o teorema, em sua
formulagao geral, é mais universal do que a interpretagao particular que o
fundacionalista propde dentro de seu sistema fundacional. Parafraseando Awodey
para adapta-lo ao meu exemplo: o teorema em quest3o nao é uma quantificagao
universal sobre um dominio especifico de objetos, pressupostos ou construidos, de
alguma forma fixos e dados; o teorema em questao, embora fale sobre todos os
grupos finitos, nao é sobre todos os grupos dentro de um universo fixo e nem
mesmo sobre todos os grupos finitos possiveis em algum dominio de todos os
universos possiveis; é uma afirmagdo esquematica sobre uma estrutura aberta a

possuir varias instancias (Awodey, 2004, p. 5).

OBSERVACOES SOBRE O COMENTARIO DE HELLMAN A TREPLICA DE
AWODEY

Em um texto posterior, Hellman (2006) forneceu comentdrios as duas
principais respostas suscitadas pelos seus argumentos contra a autonomia da
teoria das categorias. “A resposta hilbertiana de Awodey”, como o autor denomina
a resposta que acabamos de descrever, enfrentaria um dilema: ou bem a
matematica é uma mera rede formal complexa de interconexdes dedutivas e
conceituais, ou nao. No caso positivo, de fato ndo precisariamos nos preocupar
com termos primitivos vindo a possuir significado dentro de axiomas assertdricos.
De acordo com Hellman, nesse caso, questdes de verdade que vao além da “verdade
l6gica” do calculo de predicados de primeira ordem utilizado s6 surgiriam em
contextos de aplicacio da matemadtica onde se assumisse que as condigoes

antecedentes em um teorema sao de fato satisfeitas. Se uma tal posi¢ao ainda é
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viavel depois de todas as criticas levantadas ao dedutivismo, seria uma questao em
aberto.

Do outro lado da moeda, assumimos que os primitivos da teoria possuem
significado, mesmo que fagamos a assuncao de que ele é, em algum sentido,
multifacetado. A interpretagao algébrica dos axiomas da teoria das categorias é, de
fato, crucial para Awodey, pois é tal interpretacdo que confere flexibilidade a
linguagem da teoria das categorias, permitindo, por exemplo, representar
funcoes, homomorfismos, relagoes, etc., por meio da mesma nogao de ‘morfismo’.
Portanto, o contetido semantico da nogao de ‘morfismo’ é contextual: ele depende
da categoria na qual o morfismo é incluso. Morfismos nao precisam ser fungoes
ordindrias, s6 precisam satisfazer os axiomas. Ao explicar o conceito de ‘morfismo’
dizendo que eles sao qualquer coisa que satistaga os axiomas enfrentamos um
novo dilema: ou bem estamos tratando a prépria nogao de ‘satisfa¢ao de axiomas’
como primitiva, ou entao novamente comprometemos a autonomia da teoria das
categorias, fazendo com que a explicacao do conceito de categoria dependa, no fim
das contas, da nogao modelo teorética de satisfagio.

Quanto ao primeiro dilema, parece claro que Hellman ignorou ou nao
compreendeu a explicacdo de como a abordagem top-down nao colapsa com o
dedutivismo. Dedutivismo é a ideia de que toda sentenca matematica é hipotética
de um modo tal que sua forma aparente nio deixa explicito. Para o dedutivista,
todo teorema P diz na verdade que ‘Se for o caso que todas as leis, axiomas e regras
do sistema sao verdadeiras, entdo P’. Consequentemente, uma sentenca
matematica da forma ‘Se A ent3o B’ na verdade diria que ‘Se for o caso que todas as
leis...entdo Se A entdo B'. Criticas ao dedutivismo geralmente se baseiam na ideia
de que ele torna todos os teoremas hipotéticos de tal modo que nunca poder-se-ia
propriamente determinar a verdade de qualquer teorema, ji que as condigdes
antecedentes sempre permaneceriam em aberto. A leitura top-down do teorema
de Cauchy que propomos alguns paragrafos acima nao é hipotética no sentido
dedutivista. Dissemos que o teorema é da forma ‘se tal e tal ocorre, ent3o tal e tal
era o caso’. Mas as condi¢Oes antecedentes n3o eram tomadas como afirmacoes
assertoricas com algum valor de verdade que nunca saberemos determinar, e sim
como uma lista de condi¢des especificando o escopo de aplica¢ao da afirmagao
consequente. Na abordagem rop-down, todo teorema diz que uma estrutura de
um certo tipo possui invariavelmente uma certa propriedade. Para o dedutivista,
todo teorema diz que se uma lista de leis, axiomas e regras assertdricos forem
verdadeiros, uma certa proposigao seria verdadeira. Em suma, diferentemente do
que ocorre com a interpretagao dedutivista de um teorema, na interpretagio top-

down o teorema pode vir a possuir (e geralmente possui) um valor de verdade



86 Princi plos

determinavel, ja que o papel do antecedente é apenas o de fixar sobre que tipo de
construgoes estruturais o consequente fala.

Quanto ao segundo dilema, basta apontar que nao é razoavel a alegacao de
que estamos, no fim das contas, empregando a no¢ao modelo teorética de
‘satisfa¢do’, ou pior ainda, mobilizando uma nogao indefinivel. Uma das mais
distintivas caracteristicas da linguagem ordinaria informal é a sua universalidade:
ela possui uma infinidade de usos que ultrapassa o de qualquer linguagem formal.
Dentre essa infinidade de usos, certamente se encontra a sua fun¢ao de introduzir
e explicar uma determinada teoria ou linguagem formal. Do fato de que uma certa
no¢ao informal intuitiva é empregada na linguagem ordindria ao se apresentar
uma teoria formal T n3o se segue que a nogao é pertinente a teoria T e muito menos
que ela é um primitivo da teoria. Do contrario, deveriamos passar a dizer também
que os conceitos de ‘unidade’, ‘coisa’, ‘qualquer’ s2o primitivos da teoria, ja que
dizemos ‘uma categoria é qualquer coisa que satisfaca os axiomas’.

A nogao de ‘satisfagao ’na expressao ‘o que quer que satisfaga os axiomas’ja
era empregada de forma intuitiva dentro da matematica antes de ganhar
expressao formal e sistemadtica dentro da teoria dos modelos. E ainda hoje as
nogoes de satisfacio e modelo sio usadas em contextos que a teoria formal e
sistematica dos modelos n3o pode abarcar. Se como Hellman diz, essa teoria é
formalmente parte da teoria dos conjuntos, como é que ela poderia explicar o
significado de afirmacoes que envolvem dizer que universos de estruturas tao
grandes quanto o universo de todos os conjuntos sio um modelo para uma certa
teoria? A matematica contemporanea possui pelo menos alguns exemplos dessas
proposic¢oes’. Também ¢é razoavel levantar duvidas sobre se a nogao intuitiva de
“satisfagao’ seja um primitivo formal da teoria pelo o fato de que ela é, na verdade,
eliminavel na expressao informal. Pode-se dizer, sem mudanca de significado,
‘uma categoria é...(segue-se os axiomas), em vez de ‘uma categoria é qualquer
coisa que satisfaga os seguintes axiomas...”. A mesma coisa acontece com qualquer
teoria algébrica.

CONCLUSAO

A questao sobre o lugar da teoria das categorias dentro da imagem total do
conhecimento humano, e nao s6 dentro da matemadtica, é ainda um problema
filosofico em aberto. Neste artigo lidamos com questdes que dizem respeito a
possibilidade de se empregar a teoria como uma linguagem autdnoma para

enquadrar uma concepgao filoséfica estruturalista dos objetos matematicos.

7 Para mencionar trés exemplos: falamos sobre modelar a propria teoria das categorias; teorias de tipos; e a
geometria diferencial sintética.
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Como uma resposta ao problema da insuficiéncia da teoria para decidir questoes
de existéncia no contexto matematico, reiteramos o argumento de Awodey de
acordo com o qual a concep¢ao de matematica encarnada nos métodos proprios da
teoria das categorias contrasta com a concep¢ao fundacionalista tradicional, pois
nunca envolve mais do que existéncia contextual. Como contribui¢ao ao debate,
fizemos um esforco de mostrar que a posi¢ao de Awodey nao pode ser confundida
com as antigas posi¢des dedutivistas e também que ela nio pressupde nenhum
conceito de ‘satisfagdao’ primitivo ou externo a teoria das categorias, como acusado
por Hellman.
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