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Sintese construtiva de programas
utilizando l6gica intuicionista e deducao
natural

Geiza Maria Hamazaki da Silva'
Edward Hermann Haeusler’

Resumo

A sintese construtiva ou prova como programa (proofs-
as-programs) [BC85] ¢é baseada no isomorfismo Curry-Howard
[H69] e no fato de que uma prova construtiva para um teorema
(em alguma teoria) que descreve um problema trabalhado, pode
ser interpretada como a descrigdo de um processo, isto ¢ um
algoritmo [GLT89]. Neste programa, apresentamos um método
de sintese construtiva de programas no qual o programa descrito
através de uma linguagem imperativa € gerado a partir de uma
prova em logica intuicionista poli-sortida utilizando como
sistema dedutivo a dedugdo natural. Através do conceito de
conteudo semi-computacional de uma férmula, sera
demonstrado que o programa gerado é realmente uma
representagdo para a solugdo do problema especificado através
do teorema da teoria que descreve os tipos de dados envolvidos.

Palavras Chaves: Logica intuicionista, Sintese construtiva.
1. Introdugio
Garantir que programas sdo implementados de forma a

cumprir a especificagdo (corregio dos programas), ¢ que estes
estdo documentados de modo que seja facil sua manutengdo e

! PUC/Rio, Departamento de Informatica.
2 PUC/Rio, Departamento de Informitica.
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adaptacido sdo questdes fundamentais em computagdo. Tém sido
propostos varios métodos que almejam solucionar estes
problemas ([CIU98], [BSW90], [G79], [CM98] e [BBSSZ98]),
e iremos apresentar um método denominado sintese construtiva
de programas, no qual partindo de uma especificagdo obtemos
um programa que serd correto por construgio.

Pressupondo que um programa capaz de solucionar um
problema pode ser considerado como uma solugdo construtiva
para o mesmo, t€m sido propostos varios métodos para a
obtengdo de programas a partir da prova da existéncia da
solu¢do do problema em algum formalismo logico.

A descrigdo de um problema em logica de predicados
pode ser vista dentro do escopo do GPT (General Problem
Theory) [V84], ja que esta € capaz de descrever dados de
entrada, de saida e a relagdo existente entre os mesmos. No
entanto, essas informagdes ndo sdo suficientes para que
possamos garantir a existéncia de um meétodo que solucione o
problema.

Se considerarmos que a sentenga que descreve um
problema € um teorema (em alguma teoria), e se conseguirmos
uma prova construtiva para o mesmo, poderemos entendé-la
ndo apenas como uma transcri¢do sintatica, mas sim como uma
descri¢éo de um determinado objeto, ou seja, uma descrigdo de
um algoritmo [GLT89]. :

O isomorfismo Curry-Howard, associa regras de
inferéncia em dedugfo natural utilizadas em uma prova a regras
de formagdo de A-termo (comandos em uma linguagem de
programagdo), de tal forma que uma prova de & (uma férmula)
pode ser vista como um A-termo do tipo & (um tipo). Deste
modo, podemos dizer que uma prova tem interpretagdo
computacional, isto €, pode ser vista como um conjunto de
comandos em uma linguagem de programagdo, ou seja, um
programa [H69].

Com base nessas consideragles, surgiu a idéia de
construir um programa a partir de uma prova, através de um
processo conhecido como sintese construtiva de programas ou
prova como programa (proofs-as-programs) [BC85]. Ha
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propostas de varios sintetizadores construtivos, nos quais a
especificagdo dos problemas € realizada em logicas construtivas
(por exemplo, a teoria intuicionista dos tipos). Esses sistemas
utilizam como sistema dedutivo o cilculo de seqiientes
([C1U98], [BSW90] e [G79]) ou o mecanismo de reescrita
(ICM98)), e geram programas nos paradigmas de programagio
logica e funcional.

O processo de sintese construtiva de programas inicia-se
com a prova, em uma dada teoria, do teorema que descreve o
problema, utilizando para isso uma légica construtiva, seguido
da constru¢do de um programa que solucione o problema
especificado pelo teorema. O processo de construgio do
programa a partir de uma prova denomina-se usualmente de
“extragcdo do conteudo computacional de uma prova”. Como o
isomorfismo Curry-Howard [H69] ¢ a base deste processo de
sintese, iremos propor um sintetizador construtivo no qual o
programa ¢ gerado a partir de uma prova em dedugéo natural,
evitando o passo de conversdo que ¢ utilizado nos trabalhos
apresentados na literatura ([CIU98], [BSW90], [G79] e
[CM98]). Neste método, a partir de uma prova em logica de
predicados poli-sortida intuicionista, serd construido um
programa em linguagem imperativa.

Através do conceito semi-computacional de uma féormula,
constata-se que o programa gerado ¢é realmente uma
representagdo de uma solugdo do problema especificado pelo
teorema da teoria que descreve os tipos de dados envolvidos.

Na segdo 2 sera apresentado um processo de sintese
construtiva de programas, no qual € realizada a marcagio das
entradas e das saidas do programa a ser gerado, seguido da
associagdo de cada regra de inferéncia com comandos na
linguagem imperativa. Na se¢do 3, € descrita a prova de que o
programa gerado cumpre a especificagdo, ou seja, a prova de
sua corretude. A secdo 4 contém um exemplo do nosso
mecanismo de sintese construtiva € na secdo 5 € apresentada a
concluséo do trabalho.
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2. O processo de sintese de programas

No nosso processo de sintese, partiremos da existéncia de
um provador de teoremas em ldgica de predicados intuicionista
poli-sortida com aritmética, o qual além das regras de inferéncia
usuais, possui regras de inferéncia para a igualdade e indug3o.
O provador construirda uma prova normal em dedugido natural,
para um determinado teorema, que serd a entrada para o
sintetizador de programas.

Existem restrigdes’ em relagdo as regras de inferéncia
aplicadas na prova que ¢ fornecida como entrada para o
sintetizador: 1 — as provas ndo poderdo conter a regra de
introdugdo da negacdo; 2 — a regra de eliminagdo do
quantificador existencial sé podera ser aplicada sobre a formula
que representa a hipotese indutiva, ou seja, as outras hipoteses
ndo poderdo conter este conectivo em suas féormulas. Esta
dltima restricdo podera ser atenuada se admitirmos como
solugdes programas parametrizados.

O processo de sintese de programas a partir da prova do
problema especificado, ¢ divido em duas fases: 1 — a marcagdo
das entradas e das saidas do programa a ser gerado e, 2 -
associacdo de comandos em uma linguagem imperativa a cada
regra de inferéncia.

Marcacio das entradas e saidas

Segundo a leitura operacional dos conectivos dada pelo
isomorfismo Curry-Howard, as entradas do programa em uma
prova sdo associadas as varidveis quantificadas pelo
quantificador universal. Estas sdo representadas na formula por
varidveis livres, visto que podem assumir qualquer valor (desde
que do mesmo tipo da varidvel) de forma que a férmula seja
sempre verdadeira. Ja as saidas do programa em uma prova

% Estas restri¢oes serdo comentadas detalhadamente mais a frente.
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estdo relacionadas com o quantificador existencial. Os termos
associados aos quantificadores existenciais sdo representados
nas féormulas que compdem a prova através das varidveis livres
¢ dos termos que estio relacionados com as variaveis de
entrada.

Como podemos observar, as entradas e saidas do
programa relacionadas a uma formula sdo descritas por suas
variaveis livres e termos. Assim, o processo de marcagio das
entradas e das saidas em uma prova adiciona, partindo da
conclusdo (teorema provado), os termos e variaveis livres de
cada féormula no seu conjunto de termos de saida € no conjunto
de variaveis de entrada (respectivamente),

Este processo marca, inicialmente, as listas de termos e
variaveis livres da conclusdo como vazias. Em seguida, séo
utilizadas as regras para a marcagdo das entradas e das saidas,
descritas abaixo, no sentido botfom-up (i.e., da conclusdo para
as premissas). Ao chegarmos as folhas da arvore de prova
podem ser encontradas algumas varidveis e termos pertencentes
aos conjuntos de varidveis de entrada ou de termos de saida que
nio serdo utilizados como entradas ou saidas no programa
associado a prova. Essas varidveis e termos refletem os dados
que estio em memoria € que ndo sdo utilizados, sendo
considerados residuos do processo de marcagdo de entradas e
saidas. Esses residuos serdo inseridos nos conjuntos de
varidaveis de entrada e de termos de saida das férmulas
pertencentes ao ramo de prova derivado a partir da férmula no
qual eles sdo detectados pela primeira vez (esse processo serd
realizado no sentido fop-down). Assim, esses residuos serdo
propagados até a raiz da arvore de prova (conclusdo) cuja lista
de variaveis de entrada e termos de saida ndo serdo mais vazios.

Regras para a marcagio das entradas e saidas

As regras para marcagdo das entradas e saidas estdo
relacionadas com as aplicages das regras de inferéncia, por

7

isso, as formulas utilizardo a representagéo: aVT, onde o é a
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formula, V o conjunto de varidveis de entrada e T o conjunto de

termos de saida.

Na apresentagdo das regras, a notagdo Kua expressa a
operagio Ku{a}, onde K pode ser o conjunto das varidveis de
entrada ou o conjunto dos termos de saida.

A seguir sdo apresentadas as regras para marcagdo das
entradas e das saidas. Estas devem ser analisadas no sentido da
conseqiiéncia para as premissas devido ao sentido do processo

de marcagio (bottom-up).

Hipéteses: axiomas e ndo axiomas
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Onde, K — reflete o termo associado
ao caso base e, w — reflete o termo
associado ao passo indutivo.

Observagdo: 1. No processo de marcagdo das entradas e saidas,
se uma prova utilizar a propriedade de congruéncia da
igualdade, as férmulas resultantes da utilizagdo desta regra terdo
o conjunto de varidveis de entrada e de termos de saida
alterados da seguinte forma: as varidveis ou termos substituidos
serdo retirados do conjunto* a que pertencem, ¢ devem ser
adicionados os termos ¢ as variaveis (dos quais o termo
substituto depende) em seus respectivos conjuntos.

Exemplo: A regra de inferéncia para a propriedade de
congruéncia da igualdade quando esta ¢ estabelecida para um
termo de saida:

x=y¥ P()"

T
vy

Px)Viwvix
T] Ux
onde V’[x] retorna as variaveis de entrada relacionadas com o
termo X.

CHe=p PO}
o=y HEO=RY Ho=p—-p=0}
BY B [b=
=) x+0=r5 -1t =) —xb-1=0
Ig E->
Px+0=x b=
y Id
MxebD=x¢ 2

Figura 1: Exemplo da aplicagdo do processo de marcagdo de
entrada e saida. Parte do exemplo da secéo 4

* Conjunto das variaveis de entrada e de termos de saida.
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Mapeamento das regras de inferéncia com comandos

No processo de geragdo de programas, cada formula na
prova esta relacionada a um programa que resulta da associagdo
das regras de inferéncia — utilizadas no seu processo de prova —
com comandos em uma determinada linguagem de
programacio (regras de geragdo de programas). Desta forma,
um programa refletird a semintica da prova da férmula
associada. Em fung¢io do formato deste artigo, apresentamos os
conceitos abaixo de forma abreviada e informal’.

Uma férmula possui conteudo logico, em contrapartida a
possuir conteido computacional, se esta descreve a natureza
dos objetos utilizados pelo programa para solucionar o
problema proposto, isto €, descreve as estruturas de dados de
um programa € o conjunto de operagdes que podem ser
aplicadas as mesmas.

O conteudo semi-computacional (CSC) de uma formula é
o conjunto de informagdes que expressa as relagdes entre as
entradas e saidas de qualquer programa que sirva de solugio
para o problema especificado na férmula, onde para mais de
uma entrada podemos ter a mesma saida ou mais de uma saida.
O conteudo semi-computacional (CSC%y (a’7)) ¢.descrito por
triplas que possuem a seguinte estrutura: < L, < b, 0>, W >,
onde: L € o arquivo com a lista de valores de entrada, b ¢ a lista
dos valores de entrada em memoria, o ¢é a lista dos valores de
saida em memoria, W é o arquivo com a lista de valores de
saida.

A definigdo do CSC ¢ feita por recursdo na complexidade
da férmula. Por exemplo, a definicdo para férmulas com o
quantificador universal é:

—> >
CSCiu v at)’ = { v ((b/L, BofwM(L (b b ofw)e csCidem)’ ) }
Onde, 6 - é um conjunto de férmulas, x"y - expressa a

concatenagig de x com o0 y, L € o arquivo com a lista de vglgres
de entrada, b ¢ a lista dos valores de entrada em memoria, 0 € a

5 Maior detalhes em [S99]
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lista dos valores de saide em memoria, e W é o arquivo com a
lista de valores de saida.
A definigio do CSC%( bfya(y)VT expressa que, para um

termo estar presente no arquivo dos valores de entrada, este
devera pertencer a lista dos valores de entrada que estio em
memoria.

O conteudo computacional de uma formula é uma
fungdo, contida no conteudo semi-computacional, que relaciona
entradas com saidas especificas do programa. Estas refletem a
aplicagdo das regras de inferéncia utilizadas para a obtengdo da
formula.

As regras de constru¢do do programa, a partir da prova,
sdo baseadas na seguinte asser¢do: A : aVT— onde, A é um

programa que calcula a propriedade descrita em aVT.

Apresentamos a seguir a descrigdo das regras de geragdo
de programas, na qual utilizaremos a seguinte notagdo: A, ¥, T
— programas; o - descrigdo das alocagdes de memoria; p — nome
do programa relacionado 3 formula.

Observagdo: Os comandos da linguagem na qual sera
gerado o programa possuem a mesma semantica dos comandos
equivalentes nas linguagens imperativas usuais.

¢ Hipdteses — axiomas € ndo axiomas

As hipéteses descrevem a natureza dos objetos utilizados
pelo programa para solucionar o problema proposto. Assim,
elas possuirio apenas conteudo légico (exceto a hipotese
indutiva). Suas férmulas ndo apresentam quantificadores
existenciais; logo, os programas relacionados a estas ndo geram
saidas. Desta forma, podemos dizer que teremos associados a
elas programas vazios, juntamente com alocagdes de memoria
(o) descritas pelo conteudo 16gico. Assim, a asser¢do associada
a hipétese fé: o : .

A hipétese indutiva (8) descreve a configuragdo de
memoria que deve ser satisfeita para a execugdo do programa,

sendo que esta configuragdo é fornecida por um programa
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associado & mesma. Teremos a seguinte asser¢do associada a
essa formula: p : é"T , onde p € um simbolo para o programa.

¢ Eliminag&o do quantificador universal

Esta regra sera aplicada sobre férmulas pertencentes ao
conjunto de hipéteses, sendo que a agdo associada a essa regra

dependera da natureza da hipotese.

1. Axiomas e hipéteses ndo indutivas 2. Hipétese indutiva

o:Vya®’ p: Yya®)
c.a (a)VT va p: a(a)VT e

¢ Introdug¢ao do quantificador universal

Aza(@ "

read(a); A: Vya (y)VT

o Eliminac@o do quantificador existencial

Na geracdo de programas, o valor que satisfaz a
propriedade especificada pela premissa maior serd utilizado
pelo programa associado a conclusdo desta regra (T). Logo, o
valor procurado é o resultado da execugdo do programa
associado a premissa maior desta regra.

.9
a «exec (p,v) : [a(a)VT 7

p:Hap)
T:8,

T
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T

O comando exec(...) prepara o ambiente para a execugdo
da fungdo, isto €, atribui para as varidveis de entrada do
programa os valores de entrada passados por pariametro. Além
disso, realiza a chamada da fung¢éo e retorna o Gltimo termo de
saida apds a execugdo de A.

¢ Introducdo do quantificador existencial

A: a(b)VT b
A; write () : Ty a (}’)VT

Observagdo: O comando wrife(...) escreve no arquivo de
saida o valor gerado internamente pelo programa.

¢ Eliminagio da conjun¢do

Se, na geragdo do programa, desejarmos apenas o
conjunto de comandos referentes a uma das conclusées da regra
de eliminagdo da conjungdo, devemos passar um filtro no
programa associado a premissa desta regra de forma a
eliminarmos os comandos que dizem respeito a outra conclusdo.
A assercdo associada a elimina¢do da conjuncio:

A: a/‘ﬂVT A: a/‘ﬂVT
I, (A) : aVT I (A) :p”T
onde I, e IT; sdo filtros que serdo aplicados em fungdo das
variaveis pertencentes & V que realmente ocorrem em o € em

respectivamente, eliminando do programa A os comandos
relativos a 3 e a.

Neste trabalho ndo ha necessidade de aplicarmos filtros
no programa, pois como geramos programas a partir de provas
normais com as restri¢des preestabelecidas, temos que as regras
de eliminagio da conjungio serdo aplicadas sobre axiomas, que
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possuem somente conteudo légico, ndo havendo assim
necessidade de aplicarmos o filtro, ou sobre hipdteses indutivas.
Neste ultimo caso, esta hipotese sera utilizada na prova do ramo
de prova da indugdo, podendo ser aplicada para provar tanto o
lado esquerdo quanto o lado direito da implicagdo. Em ambos
0S casos, sempre Ssera necessario a utilizagdo conjunta das
propriedades (descritas por B ¢ @) € como a prova ¢ normal,
ndo havera a eliminagdo do conectivo para posterior introdugéo,
logo a regra de eliminagdo da disjun¢do nio sera utilizada sobre
a hipotese indutiva.

Podemos concluir que o programa associado a conclusao
da regra ¢ a sua premissa serd o mesmo. Teremos, entdo, a
segunte asser¢io:

A, AR
A:d A:f,

e Introdugio da conjungdo

A:d v g,
A ¥ (anf)

O comando “®” realiza a composigdo de comandos que
podem ser executados em qualquer ordem.

¢ Eliminagdo da disjungdo

o: [af; o: [ﬂf;
o:la vﬂfT’ ,
Ay )
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T T

If (@) then (A) else (if (B then (V) : /T

e Introducéo da disjungdo

v aVT A f ‘T,
¥ (a Vﬂ)VT A (a vﬂ)V’T

e Eliminagdo da implica¢do

Em um programa, a aplica¢do desta regra corresponde a
trocarmos uma marcagéo da utilizagdo do procedimento por sua
chamada apos a sua implementacdo, ndo alterando o resto do
corpo do programa. A asser¢do associada a eliminagdo da
implicagdo é:

v:d  A(a-p"
T T

[A & {exec(p,v) = ¥}]: (a - P ;

onde [A < {exec(fp]v) = ¥}] denotao programa construido
(A) com as chamadas a um procedimento suposto (p), que sera
retornado apoés as suas substituiges pela chamada do
procedimento apds sua implementagio (V).

De acordo com as restrigdes da prova da qual estamos
gerando programas, temos que a premissa menor da regra de
eliminac¢do da implicagdo possui sempre conteiudo 16gico. Desta
forma, o programa a ser gerado pela aplicagdo da regra é o
proprio programa associado com a premissa maior. Teremos,
assim, a seguinte asser¢io: o: @@  A:(a—f)
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ObservagGes:

1. A restrigdo de que a premissa menor possui sempre
conteudo logico se deve ao fato de que, se esta tivesse um
programa associado a ela, a marcag¢do de sua chamada no corpo
do programa relacionado com a premissa maior deveria ser
alterada. Como estamos gerando programas a partir de provas
normais, temos associados a premissa maior apenas o nome do
programa e, desta forma, ndo sabemos em que lugar devemos
alterar a marca¢do procedimento por sua chamada. Desde
modo, faz-se necessaria a colocagio desta restrigdo.

2. Na eliminagdo da implica¢do, consideramos que a
premissa menor possui sempre conteudo logico. Entretanto,
existem casos em que a premissa menor possui um programa
associado a ela, que, devido as restri¢bes na estrutura da prova,
¢ derivada a partir da hipé6tese indutiva, na qual o programa
relacionado apds a sua execugdo fornece a configuragdo de
memoria para a execugdo do programa relacionado com a
premissa maior. Assim, podemos interpretar o programa
associado a premissa menor como conteido 1dgico, satisfazendo
a restrigdo da regra de eliminag8o da implicagdo.

e Introdugdo da implicagdo

A aplicagdo da regra da introdugdo da implicagdo pode
ser assim interpretada: supondo-se que uma propriedade seja
verdadeira, esta poderd ser utilizada na prova de outra
propriedade. Na geragdo de programas, esse fato corresponde a
possibilidade da existéncia de um procedimento que podera, ou
ndo, ser utilizado pelo programa. Caso seja utilizado, teremos
uma marcagio da sua utilizagdo (Dec ...) para alterarmos a
chamada quando o procedimento for implementado. A asserc¢do
associada a intrdugdo da implicagdo é:

p: [af; ‘

Principios UFRN Natal v. 8 n. 10 p.25-61  Jul/dez. 2001



A
.

Decp (A : (a— ,B):

Entretanto, de acordo com o modelo de prova da qual
estamos gerando programas, a hipotese utilizada no processo de
prova posssui apenas conteudo logico, indicando quais as
estruturas de dados necesséarias para a execugido do programa.
Desta maneira, o programa a ser gerado pela aplicagdo da regra

é o programa associado a sua premissa. Teremos, assim, a
seguinte asser¢io:

o: [afT/ :

A
T

A: (a—),B)V;

® Aplicagdo da Regra de inferéncia da indugdo

Ao analisarmos a estrutura da regra de inferéncia da
indugdo, podemos perceber que o seu conceito é analogo ao
processo efetuado pelos programas recursivos e que esta regra é
uma forma alternativa da aplicagdo da regra de introdugdo do
quantificador universal. Conseqiientemente, o programa gerado
devera conter o comando associado a aplicagdo desta regra
(read(...)) e um programa recursivo formado por um comando
condicional. As chamadas recursivas serdo declaradas nos
pontos da prova em que foi utilizada a hipdtese indutiva, que
estio marcadas com o comando exec (...). A assergdo® associada
a regra de inferéncia da indugéo é:

E<I" pia@” ]
i

® Esta asser¢fo é apenas um esquema basico, visto que, para cada sorte
aregra tera um formato.
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Y. a(z)VT“Z A: a(k)VT“" a<k",

Procedure Rec { read(y);
if(y<l)then {¥}
else : Wa [Vf, r

{ [A < {exec(p), v = Rec }* ]}

Observagdes: 1. Se esta regra for a ultima a ser aplicada
no processo de prova, entdo em vez de Procedure este
programa estard declarado como Program; 2. Na assergdo
acima, o * significa o comando relativo a renomeagdo do
programa hipotético pela chamada recursiva.

¢ Regra do Absurdo intuicionista

As premissas utilizadas para a aplicagdo da regra do
absurdo intuicionista descrevem propriedades contraditérias, o
que torna inconsistentes as informag¢des (sobre os objetos
utilizados pelo programa) nelas contidas. Por isso, a aplicagio
desta regra é interpretada como a inexisténcia do objeto, o que
leva a formula resultante de sua aplicagdo a possuir apenas
contetido 16gico ¢ as alocagdes de memoria serem consideradas
como vazias (liberagdo do espago de memoria alocado pelas
premissas). A asser¢do associada a prova da redug@o ao absurdo

€ o i

T

] {}
{}

o:y’
r

Restrigdes sobre as regras utilizadas na prova
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As regras abaixo citadas ndo foram utilizadas por ndo
serem triviais no seu processo de extragdo do conteudo semi-
computacional.

Introducdo da Negacdo: Esta regra estd diretamente
associada a prova por absurdo (intuicionista), que, de acordo
com o processo de extragdo do conteido semi-computacional,
expressa apenas que as alocagdes de memoria sdo vazias. Desta
maneira, temos alocagbes de memoria vazias associadas a
formula sobre a qual foi aplicada a regra de introdugdo da
negacdo. Entretanto, existem contra-exemplos para essa regra
de extragio do conteudo semi-computacional, como, por
exemplo, a prova que para um determinado dominio formado de
dois elementos, existe sempre um elemento diferente do outro.
Como esta regra deve ser melhor estudada, restringimos a sua
utilizagdo.

Eliminacio do quantificador existencial: Ao
extrairmos o conteido semi-computacional de uma prova com
esta regra, consideramos a existéncia de um programa associado
a sua premissa maior. Este programa sera referenciado através
de uma marcagdo (exec) durante o processo de extragdo do
contetido semi-computacional da prova que, em determinado
ponto do processo, sera alterado pela chamada do programa.

No caso da hipotese indutiva, o programa relacionado
com o quantificador existencial ¢ o proprio programa a ser
construido. Logo, saberemos qual sera a chamada do programa
que substituird a marcagdo.

Se as hipdoteses ndo indutivas pudessem conter o
quantificador existencial, o programa referenciado seria apenas
hipotético, e ndo saberiamos o formato de sua chamada, assim
ficaria ao encargo do usuario suprir o programa com essa
informagio.

Extrac¢iao do contetido semi-computacional (CSC)

O contetudo semi-computacional (CSC) de uma férmula é
o conjunto de informag¢des que descrevem as aplicagdes das
operagdes sobre os objetos utilizados pelo programa, e ¢
baseado nas marcagbes das varidveis e termos. Ele serad
utilizado na verificagdo se o comando associado a aplicagdo de
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uma regra de inferéncia realmente reflete o CSC da conclusio
desta regra.

Defini¢do 1 - consideremos S um conjunto de formulas e
Ho um conjunto de constantes que ocorrem em S. Se nenhuma
constante ocorre em S, entdo Ho é formado por uma simples
constante, isto é, Ho = fa}. Hu; (i = 0,1,2,...) é a unido de H;
com o conjunto de todos os termos da forma /' (¢, ..., f') para
todas as fungdes n-drias (f) que ocorremem S,onde 4 (j = 1, ...,
n) sdo membros do conjunto H;. Assim, cada H; ¢ denominado
como conjunto de constantes do nivel i de S, e H,, tal que:
H, = U Hi é donimado como Universo de Herbrand de S
[CL73]. ‘eIN |

Defini¢do 2 — sendo S um conjunto de formulas; H o
universo de Herbrand de S, e I uma interpretagio de S sobre H,
se I satisfizer as seguintes restri¢Ges:

1. I mapeia todas as constantes de S nelas mesmas; e

2. Seja { um identificador para uma fun¢do n-aria e A, ...,
h, elementos de H. Em /, { é uma fungdo que mapeia (4, ..., h,)
(um elemento de H"), em { (h, ..., h,) (um elemento de H").

I sera uma Interpretagdo de Herbrand de S [CL73].

Defini¢ao 3 — Sendo S um conjunto de férmulas, uma
interpretagdo de Herbrand que satisfaz § € denominada como
Modelo de Herbrand de S.

Nas defini¢Ges sobre o CSC que serdo apresentadas,
temos que: 6 - € um conjunto de féormulas; ¢ - expressa a
configuragdo de memdria, atribuigdes de valores as varidveis,
sobre as quais determinada propriedade ¢ valida; I' - € o
conjunto de axiomas que descrevem a teoria, onde a solug@o do

”
problema (conclusdo da prova) € representada; a C — expressa a
&)

concatenagio do elemento a com o objeto C; e C a — expressa a
concatenagio do objeto C com o objeto a.
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Considerando-se que M é modelo de Herbrand (H), ou
seja, uma estrutura sobre o universo de Herbrand para a
linguagem L(T")’, tal que:

M=T",
H

Abaixo apresentamos as defini¢Ges CSC% (OLVT ), de
acordo com a estrutura de a.
(i) Férmula at6mica:

9
Vv eV, ¥vbebe Vo, (ofv) =b)

CSC®,, (47 ) =<hil, Z o) nil) Vt e Te Vo, € o fft]Jo=o;

SeM /— Gentdo M /— A V
H o Ho

(ii) Quantificador Universal (V)

CsC,, (vxa)", ) = { [.L b, 0) W) @ & bO) w) € CSC°,, (a(h)” M):I}

(iii) Quantificador Existencial (3)

> > > >
CsC’, (@xa()"_ ) ==(L, (b, 0), w"0) /(L, (b, 0 "0)), W) € CSC’,, (ax(h)"r)

(iv) Conjung@o (A
(Ka=(Li, b, 00 w1) Ccsc,, (@)
CsC’y, (@ AB)’ ) =YL, Lz,(b o)W Wz) e

(Kp=(Ly, <b o>, wa)) € CSC°, (B*D)

" O modelo de Herbrand para as formulas marcadas é o mesmo para as
ndo marcadas.
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(v) Disjungio (v)

CSC’((avp’.)=CSC’ (@ ) uCSC’ (B.)
(v) Implicagdo ( — )

csSC’((a > p",) =CSC’ (B',)

(vi) Absurdo intuicionista (1)

CSC (L") = { }

Definicao 4 - U < CSC"M (aVT ), E € completo se e somente se:
9
Vk, € U, tal que k;=¢, b’ 0’) WéC9WC2 e U, tal que

ky= (", (i o' )whtemosque: L =L, 0o=0'ew=w’

z > > >
Defini¢do 5 — Seja: k =<L, < b, 0 >, w >, onde b, 0o ¢ M
(modelo de Herbrand). Temos que A (um programa) calcula k
se € somente se:

[-- fin=L A(vi=by..., vy =b)} A {(t; =o04,..., tn = by) Aout =W}

Hoare

Onde V={v, .., wiel={t, ..t}

Definigiio 6 - 0 |== A: (aVT) se € somente se:
F U completo ¢ CSCGM (o h tal que, Y4 € U, o programa A
calcula u.

3. Prova de corretude do processo de sintese

Utilizando o método proposto, obtemos um programa que
tem a mesma semantica da prova, sendo que a garantia de sua
corregdo sera apresentada através da prova de que o mesmo
cumpre a sua especifica¢do. O processo de sintese de programas
¢ composto de duas partes: a marcagao das entradas (varidveis)
e saidas (termos) das formulas da prova e a extragdo do
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conteudo computacional da prova, que serdo referenciadas,
respectivamente, pelas fungdes MarcaVarTermos e GeraProg.

H MarcaVarTermos n
Vx3dya(x,y) Vx3ya(x,y):

U Geraprog

I
T AvTurlv oY
AxIya(xy)
{}

Figura 2 — Esquema de construgdo do programa

Quando o processo de sintese obtém sucesso, devemos
provar que o programa gerado satisfaz a especificagdo, isto €,
provar a sua corretude. Para isso, utilizaremos o seguinte lema,
para a prova do teorema que garante a corre¢do do programa
gerado:

Lema: Seja M um modelo de Herbrand para A, sendo

este um conjunto de axiomas e IT uma prova da férmula:

A
a: 1 e IT” = GeraProg(MarcaVarTermo(I1)). Sendo (I1; < IT)®
a
entio;
a) Um subconjunto CSC’ do CSC de uma formula é dito
completo se e somente se todo p € CSC’ possui 0s mesmos
arquivos com a lista de valores de entrada, as mesmas lista dos
valores de saida em memoria e 0os mesmos arquivos com a lista
dos valores de saida; e

b)O|=A:d r S€ € somente se existe um CSC’ completo

contido ou igual ao CSC de uma férmula, tal que, para todo p €

8 I, < I1 expressa que IT; é uma derivagio contida em IT.
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CSC’, o programa A realiza a transformagio de entrada e saida
expressa por p.

Prova: A prova do lema foi realizada por indugio no tamanho
da prova, através da comparagdo da semdntica da alteragdo
sintatica do programa com o conteiido semi-computacional das
regras de inferéncia.

Parte a) Este é garantido pela corregdo do célculo intuicionista.
Parte b)

Caso base: Seja A um conjunto de axiomas

1. Axiomas

Pela regra de extragdo do conteddo semi-computacional
relacionado aos axiomas, temos que estes ndo possuem
programas relacionados, pois expressam somente conteudo
l6gico. Pelas hipoteses do lema, M € um modelo de Herbrand
para eles.

==0c:A
M

2. Hipoteses (ndo axiomas)

a) Hipoteses que possuem coneudo Iogico - Pela parte “a”
do lema temos que:

B l==c:(6),

M o

b) Hipoteses que possuem contetido semi-computacional
(hipdtese indutiva). Pelas hipéteses do lema, essas sdo corretas
por construgio, logo A= p; : 8.

Caso Indutivo’:

% As regras semanticas dos comandos utilizados sdo semelhantes as
apresentadas em [HW72].
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Observagdo: Nas provas a serem apresentadas, utilizaremos um
abuso de notagdo: &;ao invés de p; : §..

o Introdugdo do quantificador universal
Supondo que a regra de introdugio do quantificador universal
seja a ultima a ser aplicada em uma derivagio D:

s A4 B, ..., B 01 .., &

J A: a(h):""

w
I

read (h); A:Vya®y)'t

L

Pela hipétese indutiva: A, Bi,..., Ba, 81, ..., 8¢ |= Asa(h)"™";
se e somente se: 7 U completo CSCeM (a(h)thT ), tal que vk

n>>
e U sendo k; <L, h b, o>W?>, temos que:

|- {in=LA(v=Db)A(h=Db)} A {(t=0) A out =W} onde
e bebei=1..n

O resultado da composigdo do comando read (...) com o
programa possui a seguinte regra semantica:

(D

> >
fin =d7,-)LA(?=b>)Ab,-=b,-}/{read(h) {fin=b)L /\‘(>V=_i’)/\h = b} fin=LA(v=b)a(h = b) JA{(t = 0)A out =W}

fin=BIL A(V=0) A b= by} read(h); A {2 of Aout = W}

Dado que:

CSC?, (vratx)’, )—A%. L, ?) W)/?’bi e M({L, & 5 ?) W)eCSC?,, (ah)’;) )}

Se U' < CSCY, (aw’, ), entio: U' = (5, L., o), W)}/ (& (b, 0}, W)eUy
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Como U’ é formado a partir de U, temos que U’ é
completo.
Pela hipotese indutiva o programa A calcula Ko.

Seja K, € U',Ki = {6, "L, (b, o), W) tal que:
K= (L (4:,"b,0) W)e CSC (a(h)’ 1))

Assim, por (1), temso que (read(h); A) calcula K.
Sendo K; uma tripla arbitraria pertencente a U, podemos

concluir que: A, 3, ..., Bo O, ..., & |=read (..); A: Vya(y)VT

e Eliminagdo do quantificador existencial

Supondo que a regra de eliminagdo do 3 seja a ultima a
ser aplicada em uma derivagdo D:

4 B B 81 s & a«exec (AV) : [e(@)’, ]

A: Fyay)’, T:y .

T: }}"T’

podemos observar que o comando associado a aplicagdo desta
regra é o comando exec(...), que prepara o ambiente para a
execucdo da fungdo, isto é, atribui para as variaveis de entrada
do programa os valores de entrada passados por pardmetro.
Além disso, realiza a chamada da fungdo e retorna o ultimo
termo de saida apos a execugdo de A.

D:

Este pela hipotese indutiva:
LA BL o B biy o, G |5 A 5_'ya(y)VT’ se € somente se:
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v, completo c csc? (Eya(y) ), tal que Vk € U sendo
k=<L, <b o;w 0; >, temos que:
L fin=L A(v b) JA{(t = 0) rout =W (0;)}, onde 0, €6 ei=

oare
9 s n

2.A, B,y ey By 815 s O, =T yV'T , se e somente se:
31U, com;ietéo c CSCoM(/ ’r ), tal que Vk e U, sendo

k=<L,<b 0> W>, temos que: -
{zn-LA(V b)) Af(t=0) rout=W},ondeo;, coei=

oare
7 9 n

Na hipétese indutiva 2 temos que 9; estd associada ao
seguinte programa: o <— exec (Aﬁ)
O comando exec(...) possui a seguinte regra semantica:

> > >
fin=L A(V=0) JALL=0) Aout =W (0}

{in=L A (‘?=3)}Z (—axec(A,?){(Z= 0y) A (?= 09) Aout=W}

Dado que: o .
csct, (Fat)’, )= {(L &, 0l wo)fL. (6070} w)eCSC, (e’ 1) }
Pela hipotese indutiva (2):

(L, (g, g)éW) € U, a partir da suposi¢do que b; « exec(A,%V), tal
que b; € b.

Pela hipotese indutiva (1) o programa A calcula o
CSC®, Byo(y)), que é descrito pela tripla: k = (L, (b0} w"0,)

Podemos observar pela semintica do comando exec(...),
que este retorna o ultimo termo que seria escrito no arquivo de
saida, logo, exec(A,V) = o™,

Logo csCl,(Y".) =, (b o) W), onde b; = 0" tal que:

z- e beo’ e Uy
Portanto, sendo k uma tripla arbitraria pertencente a Uj,
podemos concluir que:
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Mo

® Regra da Indugao
Supondo que a regra da inferéncia da indugdo seja a
ultima a ser aplicada em uma derivagéo D:

A By s By 81y s 8 [p - (@)’ ]
p: :Yx,B(x?

A By Bo Ol G [b=<IF . g eexecp, v): B -

Vb Vee vV
- X/ =<
A:ab) , - afc) ; a=xc

Procedure Rec { read(x);
If (x<1) then {7}
else : Vyaty)”
> T
{[¥Y<{exec(p, v) = Rec}*]

}

onde, B € uma subférmula de a(a), b € o termo relacionado com
o0 caso base, ¢ € o termo relacionado com o passo indutivo, x € a
variavel de entrada, a qual sera igual a b ou a ¢, e “*” representa
a substituigdo do programa hipotético pela chama da recursiva.

Pela hipétese indutiva:
LA, Biy wrey By 815 s B0 Y < 1= A s (D),

3 U; completo < CSC™ P (a(b)"* ), tal que (4, By, ...,
AT
Bus 81, .., 8) =B8e Vk g Uy sendok=<L_<b b o> W>,

temos que: |- {in=L A(v=>8) Ab = b;}JA{(t = 0) rout = W}
onde b;ebei=1.,n

, Se € somente se:

2.A, By, ooy Buy 01, ..., O pra(@) = ¥:a(c)' , se e somente se:

T
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3 U, completo = CSC*® fa©"";), tal que (A, By, ..., Bn,

S, .-, 0)=08eVkel, sendok=<1L, < cnb, 09>?W>,
temos que: l-{in=1 A(3= i) Ac=b} .‘1’{(?= oiAout =W}
onde b;ebei=1..,n
Pela derivagdo D, notamos que as conclusdes a(b) € a(c)
sdo provadas a partir de hipdteses exclusivas, por isso iremos
associar um comando condicional a essas conclusdes.
Desta forma, o comando gerado tera a seguinte regra
semantica:

> > > > > > > >
in=LAv=bjab->Dab=blAflt=0) rour=Wlfin=La(v=bla (v, ) Ac=b}V/(t=0)rout =W}

fin=LA(v=E Ax=5}if (x->]) then {Ajelse {¥}{(T=0) rout = W}

onde x =c (quando x 2 1) ou x =b (quando x < 1).

Pela hipotese indutiva, da prova de a(b) com a hipotese
(b < 1) extraimos o CSC***", (a(b)***;), e da prova de a(c)
com a(a) extraimos 0 CSC**® (a(c)"*;). Como (b < 1) e
a(a) sdo hipéteses exclusivas, temos que CSC*/¢ Salb) V“’T )
v CSC*™® (afc)"*,) = CSCP, fo(c)",).

Logo, se U’gCSCeM(aVT), entio U’ = U, v ..

J& que U’ é formado a partir de U; e U, temos que U’ é
completo, pois a lista dos valores de entrada de U; (que esta

relacionado com os elementos menores que 1) e de U, (que esta
relacionado com os elementos maiores ou iguais a ) sdo

disjuntas.

Portanto:

(D) A By, ..., B 61, ..., & |==1If (x < ]) then {A} else
{7} ax)’, M. o

O resultado da composi¢do do comando read (...) com o
comando condicional gerado acima possui a seguinte regra
semantica:

@

> >
{in=L A(v=b) ax=b;}

> > > >
{in = (b)) LA(v = b)Ab; = b; Jread(x) fin = L A(v=b) ax=b;} if{x->]) then {AJelse {¥}
_ >
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{(t=0) Aout =W}

fin=bJL AT=B) Ab,= b read(); if (x < |) then {AJelse {¥}{((=0) Aout =W}

Dado que:

& 1 4 s} ? = r)9 > 14
CSC%,, (Vsafx)” )={®i"L, (b, o) W)/Vbi € ML, (b,"b, o), W)eCSC’,, (a(3)"" 1)}

> > > >
Se (Uyc CSC? (Vya(),). entdo Uy {5 L, (b, 0} W)/(L, (b;"b, 0 W) e U’}

Como Uy é formado a partir de U’, temos que Uy é completo.

> >
Seja K) eUyK;=(bL, (? o), W), tal que:K,= (L, (b,-”?,o), W)e(U' <CSC° (afy)™" )

Por (1), temos que o programa : I f (x <l) then {A} else
{W¥} calcula K.

Assim, por (2), temos que (read(x); I f(x <) then {A}
else {¥'} calcula K. Sendo K;uma tripla arbitaria pertencente a
Uy, podemos concluir que:

A B ovs B 8y ooes & |= read (x); 1 {(x < 1) then {A} else {Y’}:(\?ﬁca(x)yr )

No programa acima gerado, sera adicionada uma
marcacdo (Procedure...) de forma que o comando read (...)
juntamente com o condicional sera o corpo de um
procedimento.

Teremos assim o seguinte programa associado 3
conclusio (‘v’ym(y)vT ):

Procedure Rec {
read (X);
if(x <) then {A}else {'¥(Rec)}
}
Pela hipétese indutiva (2) (4, By, ..., B 1, .., &p : afa)
|= ¥: a(©)"*,): L b, o) w) € Usa partir da suposigio

que p: a(@)” .
Por construgéo, temos que o programa suposto, associado
com a variavel de programa p, calcula CSCeM( a(a)’™* )
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Esse programa estd associado a hipotese indutiva (a(a)),
a qual pode possuir um quantificador existencial em sua
formula. Desta forma, podemos ter no corpo do programa ¥ a
marcagdo: “ ... «— exec(p, ...)”. Na constru¢do do programa essa
marcacgao sera substituida pela chamada do programa associado
a ela, que neste caso (regra da indugdo), sera o proprio
programa construido. Assim, teremos uma chamada recursiva.

Dado a seméntica da chamada recursiva:, . .

{in =LA (v=>5b)}P{(t = o)rout = W}
fin=La (?= ?)}Z «exec(A, j{(z =0) A (?¥ 3/\ out =W} |-
Corpo (A)= ¥

fin=L AQv=B)Z e A{Z=0) A= rout =W}

temos que o programa associado a hipo6tese indutiva é o ponto
fixo do programa gerado. Assim, podemos afirmar que o
programa gerado ¢ recursivo.

Portanto:
Procedure Rec
read (x);
if (x < I) then {A} : Vyoly)"
MBSy oty S E else

(¥ < {exec(p, V) = Rec}*]}

A prova das outras regras de inferéncia é feita de forma
analoga das regras que foram apresentadas.

Teorema: Sejam IT uma prova para uma férmula da forma
vx3dya(x,y), a partir de um conjunto de axiomas (A) € um
conjunto de hipdteses que ndo sdo axiomas (0), e A o programa
resultante da fungdo GeraProg(MarcaVarTermos(I1)), entdo: 6,
Al=A: VxEIya(x,y){){)
M,o

Prova: Aplicando o lema anterior teremos a prova deste
teorema.

4. Exemplo
Essa se¢fio procura mostrar o nosso mecanismo de sintese
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construtiva através de um exemplo no qual é gerado um
programa que calcula o resto de uma diviséo.

Devido ao tamanho da arvore de prova, esta e seus ramos
serdo apresentados em blocos. O bloco da prova principal, isto
€, que contém a raiz da arvore de prova (teorema a ser provado),
tera uma moldura sdlida; os que apresentam moldura tracejada
representam os ramos que estdo conectados a outros através da
numeragdo apresentada ao lado esquerdo na parte superior da
moldura.

Exemplo:
Arvore de prova: Representacio em blocos
O -
a(a) B(a)
a@ p@ O .
@ AB@ a@ A @)
vx(ax) A B(x)) vx(a(x) A B(x))

Com o objetivo de facilitar o entendimento da prova, ndo
foi utilizada a notagdo pré-fixada para as operagGes de adigdo,
subtragdo e multiplicagio, nem os predicados de igualdade e das
relagbes de menor € de maior. O funcional s(x) expressa a
operagdo de sucessor.

O programa serd gerado a partir da prova do teorema:
PvvuFFk(k*v + r = w) A (r < v)) com a utilizagdo dos
axiomas: Vx(x*1=x), Vx(x+0=x), Vq(0*q=0), Vz(0<z),
V2¥p(z=p) —(z-p=0), V2Vp(p>0) - (z-p<2)), VzVq((z*s(Q)
- (z*q+z), VzVpVq((z=p-q) — (z+q=Pp)), € das hipdteses: y>0,
1=y.
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Exemplo da extragdo do conteudo semi-computacional da

especifica¢do do calculo do resto de uma divisdo:

e e e Ao i
_..4:. >q:0 Iyl

" _ P 9 wnd=4+x,0:0 "
LTI . ‘
" ay=q0 :_:.““:vﬁub A ._._,.__ene+c”b , "..."onnoo”b H
! a4, As - YL
" " =y+o)yaco :.."8 =ha0)hA: 0 m
R e e P
(n
R £ V2717 S
'
" oy ano=1-yio
! ' 0=/-4) (=4} 0
| )m 1)y = .
! \2 (0= —g) (o = gutp: 0wl =)0
' . =d -2y e (d = 2)ipza: 0
1
B T m T e e e e e e e e e e e
; [
Q\ ol B
wn0=1-9:0

(0=/-9)(=q) 0
(O=d-q) (= q))dp . 0
O0=d =) {d =2))pzp v
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e v = x ()0

(X +x b =xy )ha:o

haz,(\)hpza:o0 AR
Al 0
Al

W =bez)e(h-d = 2))badaza: 0

(P =X a4 x ) e (K p=asr )0 i
o (Pabsasr e (h-p=a+x,5))ba:0

wlld =bsasx,e=(h-dd wa+ VoM N¥adA 0

(X > 2:(a(a'V)oaxa — 1)oaxa > ¥
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5. Conclusao

Neste trabalho, apresentamos um método automatico de
sintese de programas onde dado uma prova de uma
especificagdo, em logica intuicionista de predicados poli-sortida
utilizando como sistema dedutivo a dedu¢do natural, obtemos
um programa a partit do calculo do conteido semi-
computacional e do mapeamento das regras de inferéncia com
comandos da linguagem imperativa. Também apresentamos a
prova que o programa gerado cumpre a especificagdo.

Devido as restri¢des sintaticas impostas para a prova'’, da
qual extraimos o conteudo semi-computacional, provavelmente
houve a perda do poder de expressido da linguagem logica, o
que pode acarretar a perda de completude do processo de
sintese.

Dentre as principais contribuigdes deste trabalho,
podemos citar a proposta de um novo sintetizador capaz de
gerar programas legiveis em uma linguagem imperativa, cujo
mapeamento possui a prova de corretude. Apesa de no estagio
atual os programas gerados terem um aspecto funcional,
podemos observar que ndo ¢ possivel encontrar na literatura
nenhuma abordagem similar, j4 que os trabalhos existentes
tratam da geragdo de programas em linguagens funcionais e
logicas ilegiveis. Ainda podemos citar o fato de que, no
processo de sintese construtiva de programas proposto, €
fornecido como entrada uma especificagio em logica de
predicados. Isto permite expressarmos os problemas de forma
mais simples do que os sintetizadores que utilizam teoria
intuicionista dos tipos (Nuprl[CIU98], Oyster [BSW90] e NJL
[G79]) e 16gica equacional (Lemma [CM98]).

Como projetos futuros, propomos o estudo da
possibilidade de extrair conteudo semi-computacional de provas
que utilizam as regras de introdu¢do da negagao e que possuam
como hipoteses férmulas que contenham o conectivo do

1 Vide secao 2.
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quantificador existencial; e a geragdo de programas em que as
leituras e saidas de dados sejam feitas via memoria principal.

Abstract

The constructive synthesys or proof-as-program [BC85] is
based on the Curry-Howard isomophism [H69] and on the fact
that a constructive proof, for a theorem that describes a
problem, can be seen as a description of a problem. In this
work, we present a method of construtive program synthesys
where a program (in an imperative language) is generate by a
proof in many-sorted intuitionistic logic using as a deductive
system the Natural Deduction. Using the concept of semi-
computacional content of a formula, we will show that the
generated program is a representation of the solution to the
problem especified by the theorem, in a theory that describes
the data types used.

Keywords: Intuitionistic Logic, Constructives Synthesis.
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