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Investigacdes acerca de uma versio
modal para Légica Intermediaria dos
Dominios Constantes

Maria da Paz Nunes de Medeiros’
1 - INTRODUCAO

Logicas intermediarias de 1° ordem se caracterizam por terem
como  axiomas certas  proposicdes ndo  aceitas
intuicionisticamente, sem terem, enfretanto, a mesma
capacidade dedutiva da Logica Classica de 1* ordem. Uma das
logicas intermediarias mais conhecidas é a 16gica dos dominios
constantes, CD, que tem a férmula Vx(4(x) V B)>(VxA(x)V
B), onde x ndo ocorre livre em B, como axioma ndo aceito pelos
intuicionistas.

Tratando-se de logicas proposicionais modais, uma logica
modal intermediaria tem as mesmas caracteristicas das logicas
intermediarias de I* ordem. Isto é, ela ndo é uma légica modal
classica, mas tem axiomas ndo demonstraveis em uma ldgica
modal intuicionista. Chamamos a aten¢do que, diferentemente
do que ocorre no caso classico, ndo existe ainda um consenso
sobre o que de fato caracteriza uma légica modal intuicionista.?

O nosso objetivo € desenvolver e investigar uma versao
modal da logica intermediaria dos dominios constantes. Essa
légica modal intermediaria, que denominaremos CDM, sera o
resultado de acrescentar a uma dada légica modal intuicionista a
formula (AVB)—>( AV<B) como axioma, a qual chamaremos
de C. Apresentaremos inicialmente um sistema modal
intuicionista € mostraremos que essa formula ndo é teorema

! Universidade Federal do Rio Grande do Norte, Departamento de
Filosofia.
2 Em [SIMPSON,94], podemos encontrar uma longa discussdo sobre
esse tema.
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deste sistema. Em seguida, apresentaremos o sistema
axiomatico CDM e uma semantica de Kripke. Mostraremos que
CDM ¢ correto ¢ completo com respeito a essa seméntica.
Finalizaremos dando uma formulagdo em calculo de seqiientes
para CDM.

2 - LOGICA MODAL INTUICIONISTA (KI)

Sabemos que ndo ha um consenso quanto a base
axiomatica para sistemas modais intuicionistas. E,
conseqiientemente, ha controvérsias a respeito de certas
propriedades que uma semantica para essas logicas deva ter.
Nos mais recentes sistemas modais desenvolvidos, que
pretendem ter um carater intuicionista, como por exemplo, os
apresentados em [WIJESEKERA,90], [SIMPSON,94] e
[PAIVA,97], podemos encontrar divergéncias quanto ao
conjunto dos axiomas modais em fungdo das motivagdes de
seus autores. Entretanto, todos concordam quanto a ndo
interdefinibilidade dos operadores modais. Além disso, em
nenhum desses sistemas a formula (AVB)—»( AV<B) ¢é
teorema. O sistema axiomatico para a logica modal intuicionista
K1, que vamos apresentar pode ser considerado um subsistema
do apresentado em [SIMPSON,94].

2.1 - Sintaxe para KI

A linguagem (L) de KI é constituida pelas variaveis
proposicionais p, ¢, p;, ..., a constante légica 1, os
conectivos logicos A, V, > e os operadores modais ¢ <.
Usaremos as letras 4, B, C,... como metavaridveis para
férmulas.

Sistema axiomdtico

0) Todas as instincias de substitui¢cdo de teoremas da Légica
Proposicional Intuicionista (LPI)

1) @Ad->B)y-»>(4-> B

2) A->B)> (4> <B)

Principios UFRN Natal v.8 n. 10 p. 121-137  Jul/dez. 2001



3) +1l-o1L

4) AV B)—> ($AVSB)

Modus Ponens (MP): Se A > B ¢ A, entio B
Necessitagdo (NEC): se |- 4, entdo |- 4

2.2 - Seméntica de Kripke para a légica modal intuicionista

Na semdntica de mundos possiveis de Kripke existem
diferentes mundos nos quais a mesma férmula pode expressar
diferentes proposig¢Ges, ou diferentes valores de verdade. Nas
16gicas modais classicas, o valor de verdade de uma formula em
um mundo x € determinado localmente se ela for constituida
pelos usuais conectivos logicos. Se a formula envolver
modalidades, seu valor de verdade depende fortemente do
status dos mundos com os quais x se relaciona. Veja
[CHELLAS,80].

Na semantica de Kripke para logicas intuicionistas,
seguindo [van DALEN,83], os mundos podem ser pensados
como sendo estados de conhecimento que sdo estendidos ao
longo do tempo. Neste caso, o valor de verdade das formulas
envolvendo o conectivo logico — e o quantificador V em um
dado momento k de um mundo depende dos momentos futuros
desse mundo. A verdade das demais féormulas s6 depende do
status desse mundo no momento k.

Intuitivamente, a seméintica de Kripke que vamos
apresentar para Kl sera constituida por mundos que sdo
estendidos ao longo do tempo, com a condigdo de que as
verdades em um mundo sdo preservadas nos seus estagios
futuros. Sera também estabelecida uma relagio de
conhecimento entre os mundos, com a exigéncia de que, se um
mundo x conhece um mundo y, entdo todo estagio futuro de x
conhece algum estagio futuro de y ou, pelo menos, o proprio y.
Nessa seméntica, a verdade de uma formula modal da forma A4
em um determinado mundo x, dependera tanto dos mundos
conhecidos por x, quanto dos mundos que sdo conhecidos pelos
estiagios futuros de x. J4 as formulas que expressam
possibilidade dependem apenas dos mundos conhecidos por x.
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De uma forma mais precisa, uma semantica de Kripke
para KI ¢ uma estrutura bi-relacional da forma (W,<R,V), onde
W é um conjunto nfo vazio de mundos possiveis parcialmente
ordenado por £, R ¢ uma relagédo binaria sobre W (relagio de
conhecimento) ¢ V é uma fun¢do monotbnica, V: Var( ) —
P(W), i.é., V(p) = { w eW| (p) = T}; e a seguinte condigio
deve ser satisfeita:

(C1) paratodo wx,y € W, se x 2wRy, entfo existe y’eW
tal que xRy’>y.

A relagdo de satisfagdo, |-, é definida por indugio na
complexidade de férmulas como segue:

Para todow e W

w |- psse w € V(p), para toda varidvel proposicional p.
w||-/- L

w|-AAB sse wl-4 e w|-B

w|-4VBsse wi|-4 ou wi-B

w ||- 4> B sse para todo X, se w<x e x |- 4 entdo x |- B
w - A4sseparatodox,y € W,se w<xRyentioy |- 4
w|-<A4 sse existe x e W talque wRx e x|-4

A prova de que os axiomas de KI s3o comretos com
respeito a essa semantica segue sem maiores dificuldades.

2.3 - Independéncia da formula C com respeito ao sistema

K1

Para mostrar que  (pVgq) — ( pV<q) ndo é teorema de
KI, é suficiente construir um modelo que valide todos os
axiomas de KI e garantir a existéncia de um mundo no qual
esta formula seja falsa.

Seja M o modelo (W, <, R, V), onde W = {w,x,y};
R={(x,y)}; < € uma relagdo reflexiva, transitivae w <x; V(p)
={wxx} e V(g) = {y}.

Para mostrar que C é falsa no mundo w, serd suficiente
mostrar que w |- (pVg)ew ||-/- p V<g.comoy |- pVg, entdo
w |- (@Vq). Por outro lado, como y ||-/-p implica w ||-/- p, e
w || -/-%q, temos w || -/- pV<q. Assim, w|-/- (pVq) >
( pV<9).
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Nao ¢ dificil mostrar que M satisfaz (Cl), < é uma
ordem parcial e V € uma fung¢do monotdnica. Portanto, M é um
modelo para KI.

3 - LOGICA MODAL INTERMEDIARIA CDM
3.1 - Sistema axiomatico e semintica de Kripke para CDM

O sistema axiomatico de CDM ¢ constituido pelos
mesmos axiomas e regras de inferéncia de KI, além do axioma
C: (AVB)—> ( AV<B)

A semintica de Kripke p para CDM tera a mesma
estrutura e caracteristicas da semantica para KI, apresentada na
se¢do 2.2, com o acréscimo da seguinte condi¢do: se um estagio
futuro x’ de x conhece um determinado mundo y’, entdo x
conhece algum estagio anterior de y’ ou o prdprio y’. Isto
significa que, ao longo do tempo, estagios futuros de um
mundo x ndo conhecem outros mundos a ndo ser estagios
futuros dos mundos que ji eram conhecidos por x. Como
conseqiiéncia desta condigdo, a verdade de uma férmula
necessaria em um mundo x passard a depender apenas dos
mundos conhecidos por x. Mais precisamente, além da condig¢ao
(C1), B deve satisfazer:

(C2) para todo x, x’, y’ € W, se x< x’Ry’, entdo existe ye W tal
que xRy<y’

Com o acréscimo dessa condigdo, a definicdo de
satisfa¢do para formulas que tém a forma A passa a ser:
w |- A sseparatodo xeW,se wRxentdo x ||-4.

Observamos que a condi¢cdo (C2) ¢é de certa forma
semelhante a restri¢do imposta aos modelos de Kripke para CD.
A saber, o conjunto de objetos de cada mundo deve ser o
mesmo ao longo do tempo’. Um outro paralelo que podemos
fazer entre as semanticas das légicas CD e CDM é com respeito
a defini¢do de verdade para formulas da forma Vx4, no caso de

* Veja [DUMMETT,77]
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CD,e A, em CDM. Em ambos as casos, a verdade dessas
formulas em um mundo x, ao contrario do que ocorre nas
sematicas intuicionistas, ndo depende mais dos estagios futuros
de x, mas apenas de certas caracteristicas que este mundo x
tenha.

3.2 - Teoremas de Completude e Corregio

Lema 1: (Lema da monotonicidade): para todo w, x € W, se
w<x e W||- 4, entdo x ||- 4.

Prova. Por indugdo na complexidade de A. Mostraremos
somente os casos em que 4 ¢ uma féormula modal. Se 4 é B,
supor que w |- B e w<x. Entio, para todo z, wRz implica z]||-
B. Assuma que xRy para algum y. Assim, por (C2) existe y’ tal
que wRy’ e y’<y. Logo, ¥y’ ||-B e por hipétese de indugio y |- B.
Portanto, x [|- B. Provamos similarmente, usando (C1), o caso
em que 4 é <B.

Teorema 2: (Corregdo): CDM é correto com respeito a B.
Prova. A parte proposicional ndo € problematica. A correcao
dos axiomas (1) e (2) segue do lema da monotonicidade e (C2).
A correcdo dos outros axiomas e das regras de inferéncia segue
apenas da defini¢ao de satisfagao.

Apresentaremos, agora, algumas definicées e lemas
pertinentes a demonstragdo do teorema de completude.

Definicdo 3: Um conjunto s de férmulas € primo se satisfaz as
seguintes condigdes:

1)se s|-A entdio Aes (sé fechado dedutivamente)

2)s|-~~ L (s é consistente)

3) se AVBes, entdo 4des ou Bes (stem a propriedade da
disjungdo).

Lema 4: (lema primo): se s|-/-4, entdo existe um conjunto
primottalquesct e t|-/-4.
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Este lema ¢ provado por uma construgdo standard de
Lindenbaum.

Defini¢do5: O modelo candnico para CDM ¢ a estrutura *=
(W*, <* R*, V*), onde:

W#*= {s| s € um conjunto primo de formulas}

s<*t sse scCt

sR*t sse {4/ Aes}cte {¢B|Bet}cs

V@)= {sp € s}

Lema 6: se {4/ A es}|-B,entdos|- B

Prova. Vamos supor que {4/ Aes}|-B. Entio, existem 4,,...,4,
tal que 4; €s e Aj,...,4,|- B. Por NEC, axioma (1) e tautologia
temos que s |- A; A..A A, B.Como 4; es e s é primo,
entdos |- B.

Lema 7: B* satisfaz (C1)

Prova. Supor x<*w e xR*y. Devemos encontrar um mundo
y’eW* tal que wR*y’ e y<*y’. Seja yo = y {4/ dew}.
Desejamos mostrar que yo|-/-{B|<*Bgw}. Vamos supor que yo|-
{B|<*Bgw}. Logo, teriamos que y |- 41A...Ad, —> B,V..VB,,
onde A4iew e <Bjgw. Como xR*y, entio x|-<(4;
A...A4,>B\V...VB,). Por tautologia, NEC ¢ axiomas (1) ¢ (2)
temos que X |- (41A...Ad,) > (B1V...VBy). Como x<*w, 4;
ew e w ¢ primo, entdo w |-<(B,V...VBy). Logo, pelo axioma
(4), w |-*B,V...V<By. Logo, para algum j, <-Bj ew, pois w €
primo. Isto é uma contradi¢do. Logo yo|-~ {B|<*B ¢ wj}.
Portanto, pelo lema primo, existe um conjunto y’ tal que y’ é
primo, yo Sy’ e ¥’ |--{B|%-Bew}. E facil ver que y’ é o mundo
exigido por (C1).

Lema 8: B* satisfaz (C2) .

Prova. Supor w<*x e¢ xR*y. Devemos encontrar um mundo
zeW* tal que wR*z e z<*y. Seja z;={4/ Aew}. Desejamos
mostrar que 7 |-/~{B|<¢Begw}U{C|Cgy}. Vamos supor que zo|-
{B|*Begw}U{C|Cgy}. Assim, teriamos que {4/ Aew}|-
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{B|¢Bew}u{C|Cey}.Logo, {4/ Aew}|-(B;V.. VBV (C/V...VChy),
onde <Biegw ¢ Cjgy. Pelo lema 6, temos que w |-

((B\V..VB)V(C\V...V(Cy)). Entdo, pelo axioma (C), w |-
<(B; V..VBYV (C\V..VC,). Como w ¢é primo, w |-
<(BiV..VBy) ou w|- (C\V..VC,). Se w |- %(B; V..VB),
entdo uma contradi¢do segue do axioma (4), do fato que w é
primo e <B;gw. Por outro lado, se w|- (C;V..VC,),
também chagamos a uma contradi¢do, pois w<*x , xR*y, y é
primo e C; ¢y. Assim, pelo lema primo, existe z tal que z é
primo, zo c z e z |-/~ {B|*Bgw} U {C|Cgy}. Potanto, z é o
mundo exigido por (C2).

Lema9:sef,s||-4 entdo B*,s|-4
Prova. Consequencia imediata dos lemas (7) e (8).

Lema 10: Para todo conjunto primo s, s ||- 4 se e somente se
Aes

Prova. Por indugido na complexidade de A. Mostraremos apenas
os casos modais, pois os demais casos seguem facilmente da
hipotese de indugdo e do lema primo.

Caso1)4¢é B.

Vamos mostrar que Bgs implica s ||-/- B. Supor que

Bgs. Entdo, s |-/- B, pois s € primo. Logo,

@) {C] Ces}|-/- {A|¥+Aes}U{B}.
Pois, se ocorre o contrario, existem A,,...,4, tal que <4; ¢s e
{C] Ces}|- BVA,V..VA, Pelo lema (6) e axiomas (C) e (4),
temos s |- B V<4, V..V<4, Entdo, como s é primo, s |- B
ou para algum i, s|-<4;. Em ambos os casos temos uma
contradi¢io.

De (i) e do lema primo podemos concluir que existe um
conjunto t tal que t é primo, {C/ Ces}ct e t|-/-
{A|®Aespu{B}. Logo, Bgte {<A4| Aet}cs. Assim, sR*t e por
hipétese de indugdo t ||-/-B. Portanto, s ||-/- B.

Por outro lado, pela defini¢do de satisfagdo e hipotese de
indugdo, Bes implicas||- B.

Principios UFRN Natal v. 8 n. 10 p. 121-137 Jul/dez. 2001



129

Caso2)Aé<B

Mostraremos, inicialmente, que <*Bes implica s ||-<B.
Supor que <-Bes. Logo s |-<B. Disto segue:

(i) {C] Ces} v {B}|-/- {A|®Aes}

Caso contrario, existiriam A4,..4, tais que <A4;gs e
{C/ Ces}|-B—>4,V...V4,. Entdo, pelo lema (6), s|- (B
—A1V...VA,). Dos axiomas (2), (4), do fato de s ser primoes |-
< B segue que s |- A4, V...V<4,. Logo s [-<4;, para algum i,
ou seja, ¢ 4;€s. Contradigéo.

De (ii) € do lema primo podemos concluir que existe um
conjunto t tal que t & primo, {B}U{C/ C esjct e t |-/
{4|%Aes}. Logo, Bet, {C/ Ces}ct e {¢4| det}cs. Isto
significa que sR*t. Por hipétese de indugdo, t |- B. Portanto,
s |- <B.

Nio ¢ dificil mostrar que s |- <-B implica < Bes.

Teorema 11: (Completude): se B, s ||-4 entdo, s |- cpm 4
Prova. Supor que s |-/-4. Pelo lema primo existe um conjunto t
tal que s ¢t e t|-/-4. Entdo 4¢t, pois t & primo. Pelo lema
(10), temos P*, t ||-/-4 e pelo lema (9), temos que 3, t ||-/-4.
Como s c t, pela lema da monotonicidade B, s ||-/-4.

4 - CALCULO DE SEQUENTES PARA CDM

Inicialmente, pensamos em formular o calculo de
seqientes para CDM semelhante ao apresentado em
[WIJESEKERA, 90]. A nossa idéia era substituir apenas as
regras modais daquele calculo por outras capazes de provar os
axiomas modais de CDM. As regras estruturais e
proposicionais, tal como em [WIJESEKERA, 90], eram as
mesmas do célculo de seqiientes intuicionista com multiplas
conclusdes. Infelizmente, ao contrario do sistema de
Wijesekera, o nosso ndo era livre-de-corte. Ao substituir a regra
modal

rj-4 por Irl-%.4
r |- 4 r |-<Z, 4
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passariamos a poder provar, por exemplo, o seqiiente (4VB) |-
<A, A— (AAB). A prova desse seqiiente, no entanto, s6 seria
possivel com a regra do corte.

O mesmo problema ja havia acontecido com a légica CD.
Lopez-Escobar apresentou um célculo de seqiientes com
multiplas conclusdes para CD, mas seu sistema também nio era
livre-de-corte. As primeiras formulagdes de calculo de
seqlientes para CD que fosse livre-de-corte apareceram em
[KASHIMA,91] e [PEREIRA,93]. Em ambos os trabalhos a
idéia subjacente € estabelecer um mecanismo que represente
relagbes de dependéncia entre foérmulas que ocorrem no
conseqiiente e formulas do antecedente de um dado seqiiente.

O calculo de seqiientes para o sistema CDM que vamos
apresentar, denominado CScpum, sera baseado no apresentado
para CD em [PEREIRA,93]. O nosso sistema, a menos de
regras modais no lugar das regras de introdugio direita/esquerda
dos quantificadores, serd o mesmo ali apresentado.

4.1 - O Sistema CScpm

Um seqiiente em CScpy € uma expressio da forma
A\(ny),....A) |- Bi/Sy,....B; /S;, onde Ai(n;) é pensada como
uma hipoétese indexada e S; € um conjunto de indices que indica
quais sdo as hipéteses de que a férmula B, depende.

Definicdo 12: Sejam S e S’ conjuntos de indices, n um indice e
A um conjunto de férmulas indexadas por um conjunto de
indices.

1) S[ng,...nyS’] = (S - {ny,...;})US’, se ny,...,nceS; caso
contrario, S{n,,....,ny|S’] = S.

2) A[n|S’] é o resultado de substituir cada SeA por S[n|S’];

3) S[n,S’] = SUS’, se neS; por outro lado S[n,S’] =S;

4) A[n,S’] é o resultado de substituir cada SeA por S[n,S’].
Apresentaremos agora o sistema CScpum.

Seqiientes iniciais: A(n) [-4/{n}

L(n) |- Ay/{n},...A/{n}
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Regras estruturais

Atenuacdo
Cl-A Ll-A
Am)T |- A* T|-A A4/}

(n é um indice novo e A* ¢ o resultado de introduzir em algum
conjunto de indices S de A o indice n).

Contracdo
A(m).Am).T |- A L |-A A/S, A4S’
A(K)T |- A* T |- A,4/SUS’

(k = min{m,n} e A* é obtido de A substituindo cada ocorréncia
de m e nem A por k)

Permutagio
[A(m).B(n).® |- A |- AA/SBIS’ T
[,B(n), A(m),® |- A I' |- A,B/S’,A/S,Z

Cut C|-AAS An).®|-X

Io|-AX*
(Z* ¢ obtida de X substituindo cada S’ de £ que contém n por
S’[n|SD)

Regras logicas:
AT |-A , Bm.I|-A (L) T|-A 4/S ®|-3.B/S’ (Ry)

AABM)T A AAB@)T |- A T,® |- A, AAB/SUS’
AmI|-A Bm®|-% (Ly) 1A A4S, T|-ABIS (Ry)
AVB(K)T, ® |- A* 3* T |- A, AVB/S T |- A, AVB/S

(A* ¢ obtido de A substituindo cada ocorréncia de m por k e
2* de Z substituindo cada ocorréncia de n por k.)

Cl-A.4/S Bn)®|-T (L,) AmL|-AB/S  (R.)
A—B),[,® |- A,Z* T |- A,A—>B/S-{n}

Em (L), Z* ¢é obtida de Z substituindo cada S’ de £ que
contém n por S’[n,S].
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Em (R.,), temos a restri¢@o: para todo S’ €A, ng$S’

Cl-2.4/S M) _TAM|-E My _ToAm|-1 (Ms)
T |-4Z, /S T ,44m)]-$X T $Am))- L

4.2 - Eliminagao do corte

Mostraremos nesta se¢do que CScpy é um calculo de
seqiientes livre-de-corte. No¢des importantes, tais como rank de
uma prova ou grau de uma regra, podem ser encontradas em
[TAKEUTI, 75, p 25-28]. Antes de apresentar o lema principal
da prova do corte de CScpm vamos introduzir uma nova regra
no sistema que é uma generalizagdo da regra Cut.

Cut-indexada: F-A @3 (4ny,.. 0 ;my,...,my),

[,D* |- A* X
onde 4 é chamada a cut-formula-indexada, A¥* é o resultado de
retirar 4 de A nas posigdes n,,...,n, e D* de retirar 4 de @ nas
posigdes my,...,m;.

Lema 13: Se © é uma prova de I |- A na qual apenas uma regra
Cut-indexada ocorre e esta ocorre como ultima inferéncia, entdo
existe uma provade I' |- A livre-de-cut-indexada.
Prova. Esta prova é por dupla inducdo sobre o grau da cut-
féormula-indexada e rank de m, como na prova original do
Lema Principal de Gentzen. Apresentaremos apenas 0s casos
onde a cut-férmula-indexada é uma férmula modal. Quanto
aos demais casos, podemos encontrar uma prova similar em
[TAKEUTI,75].

Seja nt da forma s; s, (C;ny,...,n;my,...m;), onde C é a

s

cut-formula-indexada. Em cada caso, vamos mostrar que existe
uma prova 7’ de I |-A menos complexa que .
rank(m) = 2

Caso 1) As tultimas inferéncias de s; e s, sdo (M) e a cut-
formula-indexada € ( A)
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|- AA/S ®|-X.B/S
né L |-¢A 48 @ |-<%3, B/IS'( 4ny,..,n5my,....m)
I @ *|-<ARE, B/S

C|-AA/S @ |-2.B/S’ (4;ny,....n;my,...,m;)
€ T o* |- AS.B/S
T ,0 *|-<¢ASS, BS

Caso 2) As ultimas inferéncias de s; e s; sdo (M)) e (My)
respectivamente. A cut-formula-indexada é ( A4)

I' |- A4/S ®.B(m) |-
né [ |-*A 4/S @ %B(m)-<X ( 4;n...n my...,m;)
T @ *4Bm)| ¢A%T

nwé [|-AA4S @.Bm)|-T (4;ny,....nmy,...,m;)
,0* B(m)|-AX
I @ *<4Bm)| ¢ASZ

Caso 3) As ultimas inferéncias de s; e s; sdo (M) ¢ (M>)
respectivamente. A cut-formula-indexada é (<-4)

T-AB/S ®Am) |-
né T _|-¢A B/S @ $Am)[-$T (A4n,...ng m)
T @ |-<X,¢A*% B/S

T |-AB/S  ®.4(m)|-¥ (4;n,...,n; m)
T é @ |- X,A*.B/S
[ ,@ |-<Z,<A* B/S

Caso 4) As Ultimas inferéncias de s; e s; sdo (M;) e (Ms). A
cut-formula-indexada é ( A4)
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I'|-AA4/S ®.B(m) |-
T é r l‘ ¢A, AS @ ,¢B(m) I' ( A;nl,,.,,nk;ml,...,mj)
T & *<Bm)| <A

[-A4/S _ ®.B(m) |- (4;ny,...,m;my,...,m;)
T é L. O*.B(m)|-A
' ,® *<B(m)|-<¢A

Caso 5) As ultima inferéncia de s; e s, sdo (M;) e (Ms). A cut-
formula-indexada é (%-4)

|- AB/S ®.A(m) |-
té [ |-<¢A, B/S D .%A(m) |- (%4;n;...,n;m)
I ,® |-%A* B/S

[ |- AB/S (DA(hl) |- (4;n,...,n; m)

& L@ |- A*B/S
I @ |-<A* B/S

Caso 6) As ultimas inferéncias de s, ¢ s; so (M;) e a cut-
férmula-indexada é (%-4)
C.B(n) |- A ®.A(m) |- X
n¢é¢ _[ *Bmn)|- A ® %4(m)]|-%I (*4;n,...,n;m)
[ ,® ,%B(n) |- *A* X

[B(n)|-A ®.A(m) |- T (4;n;...,n,; m)
T é [,®.B(n) |- A*.3
T @ ,¢B@)| ¢A*$S

Caso 7) As ultimas inferéncias de s; e s; sdo (Mz) e (M3). A
cut-formula-indexada é (<> 4)
C.Bn)|-A ®.A(m) |-
Té [ _*Bm|-¢A & £4(m)l- (¥4;n..,ncm)
' ,® ,%B(n)|- <+A*
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LBM)|-A @A) |- (4;n;....n; m)
T é T ®.B(n) |- A*
I @ ,$B@m)|-<A*

Teorema 14: Se existe uma prova de I |- A em CScpym, entdo
I" |- A é provado sem a regra CUT
Prova. Conseqiiéncia imediata do lema (13).

4.3 - Equivaléncia entre CDM e CScpy

Lema 15: Se CDM |- 4 entdo CScpwm |- 4

Prova. E suficiente mostrar que os axiomas de CDM sio
teoremas do calculo de seqiientes e que as regras de inferéncia
de CDM sdo vélidas. A prova que os axiomas proposicionais
sdo teoremas do célculo de seqiientes sdo as usuais, acrescidas
dos indexadores. A regra NEC segue de (M,), tomando I' €
vazios. Os axiomas modais sdo provados como segue:

A |- 4/{1}  B(2)|- B/{2} A - A/{1}  B(2)|- B/{2)
A(1). A>B(2) |- B/{1,2} A—B(2), A() |- B/{12}
A1), (A-B)(2)|- B/f12} (4=B) (), ¢ A (1) |- +B/{12}
(4—B8) (2)|- 4> B/{2} (4=B) (2) |- ¢4 5% B/{2)
|- (4>B) =>( A> BY/{} |- (A>B) »>(®¢A4—> ¢B)Y/{}
A - 4/{1}  BR)|-B/{2} A(D |- A/{1} _B(2)]- B/{2}
AVB(3) |- 4/{3}.B/{3} AVB(3) |- A/{3}.B/{3} L) - 1{1}
$(AVB) (3) |- ¢ A4/{3}, < B/{3} (AVB)(3) |- A/{3}.¢B/{3} <A ]- 11}
$(4VB) (3) |- ¢AVSB/{3} (AVB)(3)|- AV<B/{3} [-<¢ioL/(}
|- % (4VB) >%-AVB/{ } [~ (AVB)> AV<BI{)

Ainda nd3o provamos o inverso do lema 15. Mas,
seguindo a prova do lema 3.5 apresentado em [PEREIRA,93],
que ¢ o lema similar em CD, podemos observar que as nossas
regras modais parecem ndo causar nenhum impacto na prova.

Abstract
The purpose of this work is to investigate the semantic and

syntax of the intermediate modal logic CDM that is obtained
from an intuitionistic version of S4 through the addition of the
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axiom (AVB)—>( A V<>B). Our starting point will be the
semantic and syntax analysis of intuitionistic modal logic
carried by A. Simpsom in [SIMPSON, 94]. We will show that
CDM is sound and complete with respect to birelation models
that satisfy the following condition: to every world x, x’ and y’,
if x<x’Ry’, then there exists y such that xRy<y’.
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