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Normative fragmentof natural language makeup sentences that express acts
 
and describe norms. In this fragment there arecriteria of logic thuth and rela­

tion of consequence between sentences which constitute a natural d.eontic
 
logic. This paper adoptsa translationfunctionfrom the set of sentences of the
 
normative fragment of natural language into the set of formulae in the formal
 
language and claims that such function translates logically true sentences of
 
the natural language into provable formulae of the formal calculus. With Von
 
Wright's deontic calculus (1951), it does not fit and generates paradoxes,
 
whichareknown as Prior's paradoxes. Cruz's paraconsistent d.eontic proposi­

tional calculus, D1 (1993) avoidssome paradoxes, exceptthat generatedby the
 
formula OB ~ O(A ~ B). One builds a relevant deonticpropositional calcu­

lus that aims to avoidthese paradoxesand keeps intact all other fundamental
 
features of d.eontic operators, since the formulaB ~ (A ~ B) is improable'in
 
somerelavantcalculi.
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1. Introdu~io 

Os sistemas de 16giea deontica sao eonstruidos com 0 

objetivo de estudar coneeitos normativos tais eomo: IIobrigacao", 
"permissio", "proibicao", "indiferenca" e "comprometimento". 
Nesses sistemas devem ser preservadas eertas propriedades que 
valem no fragmento normativo da linguagem natural, como por 
exemplo a "verdade 16giea,,2 de uma sentence, Para que haja a 
preservacao de tais propriedades define-se uma fun~ao tradueao 
"t" eomo uma aplicaejo um-a-um que vai do eonjunto de senten­
cas do fragmento normativo da linguagem natural para 0 eonjunto 
de f6rmulas da linguagem do sistema formal, satisfazendo eertas 
condicoes eitadas em AQVIST (01:623). E pretende-se que a 
traducao "t" seja completamente adequada, ou seja, que "t" tra­
duza UIIl;R sentenea logieamente verdadeira numa f6rmula demons­
travel eta linguagem do sistema formal. 

Conforme AQVIST (01:639), nos sistemas classicos de 
16giea deontica esta adequaeao nao se da3

, gerando situacees 
eonflitantes que se denominam Paradoxos da Obrigaejo Derivada 
de Prior. 

Von Wright em 1956 eonstruiu sistemas de 16giea deontica 
diadica eomoforma de evitar os paradoxos, masalgunsdelesainda 
persistem. Alem dos trabalhos de Von Wright, AQVIST (01:605­
714) apresenta (ou faz referencia) as contribuicoes de W.H. Han­
son (1966), A.R. Anderson (1956), R. Hilpinen (1971), H.N. 
Castaiieda (1981), Van Frassen (1972), 1. Hintikka (1971) e ou­
tros, para a 16gica deontica. Contribuicoes mais recentes sao da­
das por WernerSteimer (1992) e Claudio Pizzi" (1991, 1993). Os 
sistemas de 16giea deontica paraeonsistentes construidos por L. Z. 
Puga (1985) eonstituiram uma motivacao para a formulaeao de A. 
M. P. Cruz (1993) de sistemas de 16giea deontica monadica e dia­
diea paraconsistente com a mesma pretensio de Von Wright. No 



7 

entanto, urn dos paradoxos, mais precisamente aquele gerado pela 
formula OB ~ O(A ~ B) nio eevitado nestes sistemas. 

Em alguns sistemas de logica relevante como 0 sistema E 
de ANDERSON e BELNAP (02:30), a formula B ~ (A ~ B) nio 
edemonstravel. Tal fato sugere que a formula deOntica .acimacita­
da tambem nao 0 seja, numa Iogica deontica relevante. 

o aspecto nio extensional da "~" relevante e dos ope­
radores deonticos foi urn outro fator que contribuiu para 0 trata­
mento dos paradoxos em logica deontica relevante. 

2. A logica relevante 

A 16gica deontica relevante introduzida por Ackermann 
(1956) e desenvolvida principalmente por ANDERSON e 
BELNAP (02:05) tern como programa a analise formal da nOyio 
de implicaejo 16gica, geralmente associada a "acarretamento" e 
expressa em locucees 16gicas como "se ... entao ...", "implica", etc. 

De acordo com DA COSTA (07:152), "a 16gica relevante 
tenta estabelecer as condicoes necessarias e suficientes para afir­
mar-se que urn enunciado A implicaum enunciado B". 

Os principais sistemas relevantes propostos por 
ANDERSON e BELNAP sao 0 E e 0 R que foram fonnulados de 
acordo com a seguinte lista de postulados: 

AI. «A ~ A) ~ B) ~ B
 
A2. (A ~ B) ~ «B ~ C) ~ (A ~ C»
 
A3. (A~(A~B»~(A~B)
 

A4. AAB~A
 

AS. AAB~B
 

A6. «A ~ B) A (A ~ C» ~ (A ~ (B A C»
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A7. «(A --+ A) --+ A) /\ «B --+ B) --+ B» --+ «(A /\ B) --+ (A /\
 
B» --+ (A /\ B»
 
A8. A--+AvB
 
A9. B--+AvB
 
AIO. «A --+ C) /\ (B --+ C» --+ «A v B) --+ C)
 
All. (A /\ (B V C» --+ «A /\ B) v C)
 
AI2. (A ~ ,..,A) --+ -A
 
~I3. (A --+ ,..,B) --+ (B --+ ,..,A)
 
A14. -A--+A
 
AIS. A --+ «A --+ A) --+ A)
 

No sistema E os axiomas sao: Al - AI4.
 
No sistema R os axiomas sao: Al - AIS.
 
Para ambos, as regras sao:--+E: de A--+B e A infere-se B
 

A[: de A e B infere-se A /\ B. 

No sistema E, a implicacao A --+ B deve satisfazer a duas 
condi~es que se denominam condieao de relevancia e condicao de 
necessidade que podem ser resumidas da seguinte forma: 

1. relevincia: Se A ~ B edemonstravel, entio A e B tSm 
pelomenos umavariavel proposicional emcomum; 

2. necessidade: Se A --+ B everdadeira, entio ela 0 ene­
cessariamente, pois depende de fatores 16gico-formais. 

Em R, somente a condi~ao de relevincia econsiderada.Em 
E define-se "A enecessluio" (que escrevemos DA) como sendo a 
abreviaeso de ( A --+ A) --+ A 0 sistema R eobtido de E por 
acrescimo do Axioma A --+ «A --+ A) --+ A). Deste modo, obtem­
se A --+ DA (por substituicao), dondese conclui que neste sistema 
nio h8. distin~o entreverdade e verdade necessaria. 

ANDERSON e BELNAP (02:349) apresenta varias consi­
deracoes segundo as quais 0 sistema R einteressante ou mais inte­
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ressante que outros sistemas relevantes. A mais importante a ser 
mencionada e que '" "R ou seus fragmentos tem multiples cone­
xoes com varies aspectos da logica: seminticas no estilo Kripke, 
fonnula~ao no estilo Gentzen e deducao natural, semanticas alge­
bricas, etc". 

Considerando que necessitamos de um sistema que nio 
demonstre formulas do tipo A ~ (B ~ A) que sao geradoras de 
paradoxos, 0 sistemaR nio einteressante para 0 nosso proposito. 
o sistemaE apresenta-se maisadequado. 

3. A 16gica deOntica relevante 

Construimos urn sistema de logica deontlca relevante 
acrescentando 0 simbolo 0 (obrigatorio) aos simbolos primitivos 
do sistemaE e acrescentando os postulados que regem este simbo­
10. Denominamos 0 novo sistemade Eo. 

1. Linguagem e Axiomatica de Eo. 

1. Simbolos logicos: -, 1\, V, ~,O. 

2. Variaveis proposicionais: urn conjunto infinito enumera­
vel de variaveis proposicionais. 

3. Simbolos auxiliares: ( ) (parenteses), 

DEFINICAO 1. (de formula proposicional e formula deontica). 
1. Se A euma variavel proposicional, entio A euma formula pro­

posicional; 
2. Se A e B sao formulas proposicionais, entao -A, AAB, A v B e 

A ~ B sao f6rmulas proposicionais; 
3. Se A euma formula proposicional, OA euma formula deontica; 
4. Se A euma combinacao booleana de formulas deonticas, entao 

A euma formula deontica; 



10 

5. Se A euma combinacao booleana de formulas proposicionais 
comformulas deonticas, entio A euma formula deontica; 

6. Somente as formulas permitidas por (1) e (2) sao formulas pro­
posicionais e somente as formulas permitidas por (3), (4) e (5) 
sao formulas deonticas, 

DEFINICXO 2. (de outros simbolos)': 
PA=dcf -o""A (PA: permitido A) 
FA=dcf O""A (FA: proibido A) 
IA=dcf PA /\ P""A (IA: indiferente A) 

Postulados de Eo (axiomas e regrasde inferencia): 

AI. «A~A)~B)~B 

A2. (1\ ~ B) ~ «B ~ C) ~ (A ~ C» 
A3. (A~(A~B»~(A~B) 

A4. A/\B~A 

AS. A/\B~B 

A6. «A ~ B) /\ (A ~ C» ~ (A ~ ( B /\ C» 
A7. «(A ~ A) ~ A) /\ «(8 ~ B) ~ B» ~ «(A /\ B) ~ (A /\ 
B» ~(A~B» 

AS. A~AvB 

A9. B~AvB 

AIO. «A~C) /\ (B ~ C» ~ «A vB) ~ C) 
All. (A/\ (B v C» ~ «A/\ B) v C) 
AI2. (A ~ ""A) ~ ""A 
Al3. (A ~ ""B) ~ (B ~ ""A) 
AI4.""""A~A 

AI5. OA~A 

AI6. O(A ~ B) ~ (OA ~ OB) 
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RI. (~E): De A ~ B e A infere-se B 
R2. (1\1): De A e B infere-se A A B 
R3. Regra de GOdel ou Osnecessitacao: Se ~ A, entio ~ OA. 

o simbolo "~" e a implica~io relevante que satisfaz as 
condieoes expressas anterionnente. _ 

Outros sistemas deonticos relevantes podem ser obtidos a 
partir do sistema E. sejapor privilegiar P (permitido) como opera­
dor primitive, ou por acrescentar OUtrOS postulados para 0 
(obrigatorio). No sistema Eo> os axiomas AI5 e AI6 e a Regra de 
O-necessita9ao constituem a contraparte modal do sistema. que se 
assemelha (pelo menosno aspecto sintatico) aquela contraparte do 
sistema modal aletico T proposto por Robert Feys (1937) e repre­
sentam normas ideais para 0 operador0 6 

. 

2. Conseqii~ncia sintatica 

DEFlNIc;AO 3. (de uma prova que A implica B): Uma prova que 
A...... An implica(m) B consiste de uma lista L de formulas­
bem-formadas Sr, ...• Sm. Sm= B. tal que. cadaumadas quais. ou 
(a) euma das premissas AI, ...• An. ou. 
(b) eurn axioma, ou. 
(c) euma consequencia de formulas anteriores por aplicacoes de 
regras de inferencia, tal que L satisfaz as condi~es (i) e (ii) a se­
~: . 

( i ) asteriscos (*f podemser prefixados para os passos SI...... 'Sm, 
da prova, satisfazendo as seguintes regras. 

. (a) Se S, euma premissa, entao S esta com asterisco. 
(b) Se Sj eurn axioma que nao euma premissa, entao S 

nao esta com asterisco. 
( c) Se S, eumaconsequencia de Sj e Sj ~ S,por uma apli­

ca980 de ~E. entao Siesta com asterisco se pelo menos uma de Sj 
e Sj ~ Sj esta com asterisco, e de outro modo nao esta com aste- , 
risco. 
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(d) Se Si euma consequencia de Sj e Sk por uma aplicacao 
de 1\1, entao se Sj e Sk estao com asteriscos, enmo S, esta com 
asterisco, e se nenhuma delas esta com asterisco, entao Si nao em 
com asterisco. 
(ii) Em consequencia de (i), 0 passo final Sm (= B) esta com aste­

risco. ­
A no~o de teorema edefinida de modo usual. 
E importante mostrar que as condicoes de relevincia e de 

necessidade do sistema E valem em Eo. Para isto enunciamos 0 

lema abaixo: 

DEFINI<;XO 4. (de extensao conservativa): Urn sistema K' euma 
extensao conservativa de urn sistema K se e somente se cada for­
mulaA da linguagem de K que eteorema em K', eteorema em K. 

LEMA: I: Eo euma extensao conservativa de E. 

Demonstracao: Imediatapela analise dos postulados AI-Al3 e RI 
eR2. 

Comoconsequencia do Lema I, a defini~ao de "urna prova 
que A implica B" em Eo edada acrescentando adefinicao dada 
acima, a seguinte clausula.' 

e) Se Si euma consequencia de Sj por uma aplica~ao de 0­
necessitacao, entao se Sj esta com asterisco, entao S, esta com 
asterisco. 

Enunciamos a seguir teoremas do sistema E. 0 primeiro 
deles eurn teorema da dedu~o apropriadopara E. 

TEOREMA2. (Teorema da Implicacao): Se existe uma prova em 
E que AI, ... ,Au. implica(m) B, entao (AI, I\. .. /\ Au.)~ B e 
demonstravel em E. 

TEOREMA3. Se A ~ B edemonstravel em E, entac A e B com­
partilham alguma variavel proposicional. 
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Demonstraeao: Para essa demonstracao utilizamos as matrizes 
apresentadas em ANDERSON e BELNAP (02:33). 

TEOREMA 4: Se A eteorema de E, entao para cada atribuiy80 de 
valores para as variaveis em A, v(A) ~ +1 (onde v(A) e0 valor 
assumido por A para uma atribuieao de valores a suas variaveis 
proposicionais). 

Para demonstrar 0 Teorema 4, utilizamos as seguintes ma­
trizes apresentadas em ANDERSON e BELNAP (02:238-9l 

-4 -3 -2 -1 +1 +2 +3 +4 +5--=-i -5
+5 +4 +3 +2 +1 -1 -2 -3 -4 -5 

-5 -4 -3 -2 -1 +1 +2 +3 +4 +5 
-5. -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 
-4 -5 -4 -4 -4 -4 -5 -4 -4 -4 -4 
-3 -5 -4 -3 -3 -3 -5 -4 -3 -3 -3 
-2 -5 -4 -3 -2 -2 -5 -4 -3 -2 -2 
-1 -5 -4 -3 -2 -1 -5 -4 -3 -2 -1 
+1 -5 -5 -5 -5 -5 +1 +1 +1 +1 +1 
+2 -5 -4 -4 -4 -4 +1 +2 +2 +2 +2 
+3 -5 -4 -3 -3 -3 +1 +2 +3 +3 +3 
+4 -5 -4 -3 -2 -2 "+1 +2 +3 +4 +4 
+5 -5 -4 -3 -2 -1 +1 +2 +3 +3 +5 

1\ 

v -5 -4 -3 -2 -1 +1 +2 +3 +4 +5 
-5 -5 -4 -3 -3 -1 +1 +2 +3 +4 +5 
-4 -4 -4 -3 -2 -1 +2 +2 +3 +4 +5 
-3 -3 -3 -3 -2 -1 +3 +3 +3 +4 +5 
-2 -2 -2 -2 -2 -1 +4 +4 +4 +4 +5 
-1 -1 -1 -1 -1 -1 +5 +5 +5 +5 +5 
+1 +1 +2 +3 +4 +5 +1 +2 +3 +4 +5 
+2 +2 +2 +3 +4 +5 +2 +2 +3 +4 +5 
+3 +3 +3 +3 +4 +5 +3 +3 +3 +4 +5 
+4 +4 +4 +4 +4 +5 +4 +4 +4 +4 +5 
+5 +5 +5 +5 +5 +5 +5 +5 +5 +5 +5 
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-5 -4 -3 -2 -1 +1 +2 +3 +4 +5 
-5 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 +2 
-4 -5 +2 +2 +2 +2 -5 +2 +2 +2 +2 
-3 -5 -5 +2 +2 +2 -5 -5 +2 +2 +2 
-2 -5 -5 -5 +2 +2 -5 -5 -5 +2 +2 
-1 -5 -5 -5 -5 +1 -5 -5 -5 -5 +2 
+1 -5 -4 -4 -4 -4 +1 +2 +2 "+2 +2 
+2 -5 -4 -4 -4 -4 -5 +2 +2 +2 +2 
+3 -5 -5 -4 -4 -4 -5 -5 +2 +2 +2 
+4 -5 -5 -5 -4 -4 -5 -5 -5 +2 +2 
+5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 +2 

~ 

COROLAIuo 5. (Teorema da Implicacao) Se existe uma prova 
emEo que AI, ... , An implica(m) B, entao (AI, I\. ../\ An) ~ B e 
demonstravel em Eo. 

COROLAIuo 6. Se A ~ B e demonstravel em Eo, entao A e B 
compartilham algomavariavel proposicional. 

Demonstracao: Consequencia imediata do Lema I. 

COROLAIuo 7: Se A e teorema de Eo, entio para carlaatribui~io 
de valores para as variaveis em A, v(A) ~ +1 (onde v(A) e 0 valor 
assumido por A para uma atribuicao de valores a suas variaveis), 
Demonstraeao: Acrescentamos uma matriz para 0 conectivo 0 
(obrigat6rio)e fazemos urnaprova por indu~io no comprimento n 
daprova de A. 
Sejaa matriz: 

A -5 -4 -3 -2 -1 +1 +2 +3 +4 +5 
OA -5 -5 -3 -2 -1 +1 +2 +3 +4 +5 

Base: n = 1. Neste caso A e urn axioma. Se A e um dos axiomas 
de At" - A14, entio v(A) ~ + I, pelo Teorema 3, considerando que 
segundo ANDERSON e BELNAP (02:239) "... as matrizes satisfa­
zem E". Se A eo axioma AI50u A16, obtemos v(A) ~ + 19

. 

Passo indutivo: n » I. Neste caso precisamos provar que 0 corola­
rio vale quando: 
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(a) A vem de f6rmulas anteriores por Rl ; 
(b) A vem de f6rmulas anteriores por R2; 
(c) A vem de formulas anteriores por R3 (Osnecessitacao). 

(a) Se v(B ~ A) ~ +1 e v(B) ~ + 1, entao v(A) ~ + 1, pela matriz 
do"~" 

(b) Se v(C) ~ + 1 e v(B) ~ + 1, entao V(C A B) ~ + 1, pela matriz 
do "A". 
(c) Se v(B) ~ + 1, v(OB) ~ + 1, pela matriz do "0" 

Logo, dado que a propriedade vale para os axiomas e e 
preservada pelas regras de inferencia, entao por indu~o no com­
primento daprova de A, ela vale para todos os teoremas de Eo. 
TEOREMA 8. Em Eo nao sao teoremas as f6rmulas: 

1. A~OA 

2. O(A A ...,A) ~ OB ( expressa a trivi~ao do sistema 
pelo dilema deOntico) 

3. ...,A~ (A~ OB) (paradoxo de Prior) 
4. OB ~ (A ~ OB) (paradoxo de Prior) 
5. O":-A ~ O(A ~ B) (paradoxo de Prior) 
6. OB ~ O(A ~ B) (paradoxo de Prior) 

Demonstracao: Cada uma das formulas acima apresenta valor me­
nor que 1 (urn) para pelo menos uma atribuicao de valores, con­
forme mostramos a seguir: 
1. v(A ~ OA) =~5, quando, v(A) =-4. 
2. v(O(A A ...,A) ~ OB» < 1, quando v(A) = ~3 e v(B) =-5. 
3. v«...,A ~ (A ~ OB» < 1, quando v(A) =+2 e v(B) =4. 
4. v(OB ~ (A ~ OB» < 1, quando v(A) =-1 e v(B) =-3. 
5. v(O...,A ~ O(A ~ B» < 1, quando v(A) = +1 e v(B) =4. 
6. v(OB ~ O(A ~ B» < 1, quando v(A) =-3 e v(B) =+2 
Portanto, pelo Corolario 7, nenhuma delas eteorema de Eo. 
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Conclusio 

De acordo com Teorema 8, temos os seguintes resultados: 

1. A indemonstrabilidade da formula (1) expressa que 0 

sistema Eonio colapsa no sistema relevante E. 
2. A indemonstrabilidade da formula (2) expressa que	 0 

sistema Eonio etrivializavelpelo dilemadeOntico. 
3 A indemonstrabilidade das formulas (3), (4), (5)	 e (6) 

mostra que os Paradoxos de Prior sao evitados em Eo. 

1	 Trabalho apresentado no 2nd Workshop on Logic, Language, Information 
and Computation (WOLLIC'95). Iniciamos nossa investiga~o sobre os Pa­
radoxos Deanticos em 1992, quando da elaboracao da Disserta~o de Mes­
trado sob a orienta~o dos Professores Elias Humberto Alves (UNESP I 
MARiLlA) e Jose Eduardo de Almeida Moura (UFRN). 

2 O. cnterio de "verdade 16gica" utilizado e 0 enteric de Bolzano (Aqvist, 
01:634): uma sentenea a elqgicamente verdadeira se e somente se (i) a e 
verdadeira e (ii) cada resultado de substituir uniformem.ente uma sentenca 
do ft'agmento por qualquer outra sentenea em a , everdadeira tambem. 

3	 Senteneas que do do logicamente verdadeiras traduzem-se em f6nnulas 
demonstraveis dos sistemas formais. 

4 C18udio Pizzi, da Universidade de Siena (Italia), deu um tratamento aos 
paradoxos utilizando outro tipo de implica~o, diferente da implica~o rele­
vante, publicado no Notre Dame Journal of Formal Logic, v, 32, p. 618­
636, 1991 e v. 34, p. 621-624, 1993, conforme correspondencia mantida 
comomesmo. 

5 Cf. ANDERSON e BELNAP (02:111, 232-3), 0 sfmbolo "<:::>" nao e um 
conectivo.Eum simbolo metalinguistico e A <:::> B significa que A -+ B e 
B-+A. 

6	 Epossivel estabelecer algumas rela~s entre 0 sistema E e 0 sistema T 
apresentado em HUGHES e CRESSWELL (10:30). e, conseqnentemente 
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entre Eo e T. No entanto, do nos deteremos nestas re~ neste traba­
lbo. 

7	 Umaf6rmula-bem-formada Sj esta com asterisco, se Si e relevante para 8m 
=B. 

8	 Em ANDERSON e BELNAP (02:239) edeixada ao leitor a demo~ 
desta proposi~o com as matrizes sugeridas. Entretanto, apOs a realiza~ 

de alguns testes procedimentais observamos que as matrizes Iiio verificam 
os Axiomas A9 e All. 0 axiomaA9.B -. (A v B) apresentavalor -5 para 
a seguinte atribui~o de valores: v(A) = -5 e v(B) = -2. 0 axioma All. 
(A1\ (B v C» -. «A 1\ B) v C) apresenta valor -5 para as seguintes atribui­
~ de valores: i) v(A) =-2, v(B)=1 e v(C) = -2, il) v(A) =-1, v(B)=1 
e v(C)=-2. Conforme nota 1, apresentamos este resultado noWOll.IC'95 
ondeos participantes nio manifestaram 0 conhecimento de qualquer indica­
~ anteriorde quehaveria algumafalha tecnica ou de outra nabJreza nestas 
matrizes. Ap6saquele Congresso, estivemos investigandoemv8rias fontes, 
alguma refer!ncia a tal falha, mas ate0 presente momentonio conseguimos 
nenhuma info~ sobreela. 

9	 0 resultado do axioma A15 euma tabela com 10 (dez) linhas, faci1mente 
obtida a partir das matrizes do "-."e do 0 (obrigat6rio). 0 resultado do 
axioma A16 euma tabela com 100 (cern) linbas obtida com as mesmas ma­
trizes acima citadas. A dimensio desta Ultima tabela inviabiliza a sua apre­
~o neste trabalho. 
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