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Normative fragment of natural language make up sentences that express acts
and describe norms. In this fragment there are criteria of logic thuth and rela-
tion of consequence between sentences which constitute a natural deontic
logic. This paper adopts a translation function from the set of sentences of the
normative fragment of natural language into the set of formulae in the formal
language and claims that such function translates logically true sentences of
the natural language into provable formulae of the formal calculus. With Von
Wright’s deontic calculus (1951), it does not fit and generates paradoxes,

- which are known as Prior’s paradoxes. Cruz’s paraconsistent deontic proposi-
tional calculus, D, (1993) avoids some paradoxes, except that generated by the
formula OB — O(A — B). One builds a relevant deontic propositional calcu-
lus that aims to avoid these paradoxes and keeps intact all other fundamental
features of deontic operators, since the formula B - (A — B) is improable in
some relavant calculi.
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1. Introducéo

Os sistemas de logica dedntica s#o construidos com o
objetivo de estudar conceitos normativos tais como: "obrigagdo",
"permissio”, "proibi¢do", "indiferenga" e "comprometimento".
Nesses sistemas devem ser preservadas certas propriedades que
valem no fragmento normativo da linguagem natural, como por
exemplo a "verdade légica" de uma sentenca. Para que haja a
preservagdo de tais propriedades define-se uma fungdo tradugdo
"t" como uma aplica¢io um-a-um que vai do conjunto de senten-
¢as do fragmento normativo da linguagem natural para o conjunto
de féormulas da linguagem do sistema formal, satisfazendo certas.
condigdes citadas em AQVIST (01:623). E pretende-se que a
tradugéio "t" seja completamente adequada, ou seja, que "t" tra-
duza uma sentenca logicamente verdadeira numa formula demons-
travel da linguagem do sistema formal. ‘_

Conforme AQVIST (01:639), nos sistemas classicos de
logica dedntica esta adequagdio nfio se di’>, gerando situagdes
conflitantes que se denominam Paradoxos da Obriga¢do Derivada
de Prior. '

Von Wright em 1956 construiu sistemas de l6gica dedntica
diddica como forma de evitar os paradoxos, mas alguns deles ainda
persistem. Além dos trabalhos de Von Wright, AQVIST (01:605-
714) apresenta (ou faz referéncia) as contribuigdes de W.H. Han-
son (1966), AR. Anderson (1956), R. Hilpinen (1971), H.N.
Castafieda (1981), Van Frassen (1972), J. Hintikka (1971) e ou-
tros, para a logica dedntica. Contribuighes mais recentes sdo da-
das por Werner Stelzner (1992) e Claudio Pizzi* (1991, 1993). Os
sistemas de lgica dedntica paraconsistentes construidos por L. Z.
Puga (1985) constituiram uma motivagio para a formulagio de A.
M. P. Cruz (1993) de sistemas de 16gica dedntica monadica e dia-
dica paraconsistente com a mesma pretensio de Von Wright. No



entanto, um dos paradoxos, mais precisamente aquele gerado pela
formula OB — O(A — B) ndo é evitado nestes sistemas.

Em alguns sistemas de logica relevante como o sistema E
de ANDERSON e BELNAP (02:30), a formula B — (A — B) nfo
¢ demonstravel. Tal fato sugere que a formula dedntica acima cita-
da também n&o o seja, numa légica dedntica relevante.

O aspecto ndo extensional da "— " relevante e dos ope-
radores dednticos foi um outro fator que contribuiu para o trata-
mento dos paradoxos em logica dedntica relevante.

2. A logica relevante

A logica debntica relevante introduzida por Ackermann
(1956) e desenvolvida principalmente por ANDERSON e
BELNAP (02:05) tem como programa a analise formal da nogio
de implicagdo logica, geralmente associada a "acarretamento" e
expressa em locugGes 16gicas como “se ... entdo...", "implica”, etc.

De acordo com DA COSTA (07:152), "a l6gica relevante
tenta estabelecer as condigOes necessarias e suficientes para afir-
mar-se que um enunciado A implica um enunciado B".

Os principais sistemas relevantes propostos por
ANDERSON e BELNAP sio o E e o R que foram formulados de
acordo com a seguinte lista de postulados:

Al.(A»>A)->B)-»B

A2, (A->B)->(B—->0C)>A->0)

A3. A>(A—>B)>(A—>B)

A4 AANB—oA

A5. AAB—>B

A6. (A->B)AA>C)>(A>(BAQ)



A7. (A>A)>A)A(B->B)>B)>({((AAB)>(AA
B)) > (AAB))

A8. A>AVB

AS. B>AvB

Al10. (A O AB->C)>((AvB)—>0)

AlL. AABVC)>({(AAB)VO)

Al12. (A—>~A)—>~A

Al3. (A—>~B)> B —>~A)

Al4 ~~A—> A

Al5. A (A>A)—>A)

No sistema E os axiomas s3o: Al - Al4.

No sistema R os axiomas sdo: Al - Al5.

Para ambos, as regras s30:—E: de A—>B ¢ A infere-se B
‘ AI: de A e B infere-se A A B.

No sistema E, a implicagdo A — B deve satisfazer a duas
condi¢des que se denominam condigdo de relevincia e condigio de
necessidade que podem ser resumidas da seguinte forma:

1. relevéncia: Se A — B é demonstravel, entdo A e B tém
pelo menos uma variavel proposicional em comum,;

2. necessidade: Se A — B ¢ verdadeira, entdo ela o € ne-
cessariamente, pois depende de fatores 16gico-formais.

Em R, somente a condi¢io de relevincia é considerada. Em
E define-se "A € necessério" (que escrevemos [JA) como sendo a
abreviagio de ( A &> A) - A. O sistema R ¢ obtido de E por
acréscimo do Axioma A — ((A — A) — A). Deste modo, obtém-
se A - [JA (por substituigio), donde se conclui que neste sistema
n#o ha distingdo entre verdade e verdade necessaria.

ANDERSON e BELNAP (02:349) apresenta varias consi-
deragdes segundo as quais o sistema R € interessante ou mais inte-



ressante que outros sistemas relevantes. A mais importante a ser
mencionada € que ..."R ou seus fragmentos tém multiplas cone-
x0es com varios aspectos da logica: seménticas no estilo Kripke,
formulag@io no estilo Gentzen e dedugdo natural, seméanticas algé-
bricas, etc".

Considerando que necessitamos de um sistema que n#o
demonstre formulas do tipo A — (B — A) que s&o geradoras de
paradoxos, o sistema R nfio ¢ interessante para o nosso propdsito.
O sistema E apresenta-se mais adequado.

3. A légica dedntica relevante
Construimos um sistema de logica dedntica relevante
acrescentando o simbolo O (obrigatério) aos simbolos primitivos

do sistema E e acrescentando os postulados que regem este simbo-
lo. Denominamos o novo sistema de E,.

1. Linguagem e Axiomaitica de E,

1. Simbolos légicos: ~, A, v, =, O.

2. Variaveis proposicionais: um conjunto infinito enumera-
vel de variaveis proposicionais.

3. Simbolos auxiliares: ( ) (parénteses).

DEFINICAO 1. (de formula proposicional e formula dentica).

1. Se A € uma varidvel proposicional, entdo A é uma férmula pro-
posicional;

2. Se A e B s#o formulas proposicionais, entdo ~A, AAB, AvBe
A — B sdo férmulas proposicionais;

3. Se A ¢ uma formula proposicional, OA é uma férmula dedntica;

4. Se A é uma combinagdo booleana de formulas dednticas, entdo
A é uma férmula dedntica;
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5. Se A é uma combinagdo booleana de formulas proposicionais
com formulas dednticas, entdo A é uma formula dedntica;

6. Somente as formulas permitidas por (1) e (2) sdo formulas pro-
posicionais e somente as formulas permitidas por (3), (4) e (5)
sdo férmulas dednticas.

DEFINICAO 2. (de outros simbolos)’:

PA =4¢ ~O~A (PA: permitido A)
FA =45 O~A (FA: proibido A)
IA=4s PA AP~A (IA: indiferente A)

Postulados de E, (axiomas e regras de inferéncia):

Al. (A>A)—>B)—>B

A2. A->B)»>(B—->C)—>A->0)

A3. A->(A—>B)—>(A—>B)

A4 AAB-oA

A5. AAB-B

A6. (A->BIAA-C)>(A>(BAC) |
AT. (A>A)>AA(@B->B)->B)>({(AABY>(AA
B)) » (A—B))

A8. A5 AVB

A9. B> AVB

Al0. (A= OAB-0)>((AvB)5 0
AlL. AABVC)—>({(AAB)VO)

Al2. (A>~A)—>~A

Al3.(A->~B)> B > ~A)

Al4. ~~A > A

Al5.0A—-> A

A16. O(A - B) —» (OA - OB)
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R1. (-E): De A —> B e A infere-se B
R2. (AI): De A eB infere-se AAB
R3. Regra de Godel ou O-necessitagdo: Se | A, entdo | OA.

O simbolo "—>" ¢ a implicacdo relevante que satlsfaz as
condi¢des expressas anteriormente.

Outros sistemas dednticos relevantes podem ser ObtldOS a
partir do sistema E, seja por privilegiar P (permitido) como opera-
dor primitivo, ou por acrescentar outros postulados para O
(obrigatério). No sistema E,, os axiomas Al5 e A16 e a Regra de
O-necessitagdo constituem a contraparte modal do sistema, que se
assemelha (pelo menos no aspecto sintatico) aquela contraparte do
sistema modal alético T proposto por Robert Feys (1937) e repre-
sentam normas ideais para o operador O° .

2. Conéeqiiéncia sintdtica

DEFINICAO 3. (de uma prova que A implica B): Uma prova que
Ay, ..., A, implica(m) B consiste de uma lista L de formulas-
bem-formadas S, ..., Sm, Sm =B, tal que, cada uma das quais, ou
(a) é uma das premissas A, . . ., A;, ou,
(b) é um axioma, ou,
(c) é uma conseqiiéncia de formulas anteriores por aplica¢des de
regras de inferéncia, tal que L satisfaz as condigdes (i) e (ii) a se-
guir: 4
(i) asteriscos (*)’ podem ser prefixados para os passos S, ..., Su,
da prova, satisfazendo as seguintes regras.

(a) Se S; é uma premissa, entdo S estd com asterisco.

(b) Se S; é um axioma que ndo € uma premissa, entdo S
n#o esta com asterisco.

(¢) Se S; é uma conseqiiéncia de S; € S; — S; por uma apli-
cagdo de »E, entdo S; esta com asterisco se pelo menos uma de S;
e S; — S esta com asterisco, e de outro modo nfo esta com aste-
risco.
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(d) Se S; é uma conseqiiéncia de S; e Sy por uma aplicagéio
de Al entdo se S; e Sy estdo com asteriscos, entdo S; estd com
asterisco, e se nenhuma delas esta com asterisco, entdo S; nfo esta
com asterisco.

(ii) Em conseqiiéncia de (i), o passo final S, ( = B) esta com aste-
risco. )

A nogdo de teorema € definida de modo usual.

E importante mostrar que as condigdes de relevancia e de
necessidade do sistema E valem em E,. Para isto enunciamos o
lema abaixo:

DEFINICAO 4. (de extensdo conservativa): Um sistema K’ é uma
extensdo conservativa de um sistema K se e somente se cada for-
mula A da linguagem de K que ¢ teorema em K’, é teorema em K.

LEMA: 1: E, é uma extensdo conservativa de E.

Demonstragio: Imediata pela analise dos postulados A1-A13 e RI
e R2.

Como conseqiiéncia do Lema 1, a defini¢dio de "uma prova
que A implica B" em E, é dada acrescentando & defini¢io dada
acima, a seguinte cléusula.

e) Se S; é uma conseqiiéncia de S; por uma aplicagio de O-
necessitagdo, entdo se S; estd com asterisco, entdo S; estd com
asterisco.

Enunciamos a seguir teoremas do sistema E. O primeiro
deles é um teorema da dedugéio apropriado para E.
TEOREMA 2. (Teorema da Implicagdo): Se existe uma prova em
E que A,, ..., A, implica(m) B, entdo (A, A.. . AA)—>Bé
demonstravel em E.

TEOREMA 3. Se A — B ¢é demonstravel em E, entdo A e B com-
partitham alguma variavel proposicional.
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Demonstragio: Para essa demonstragdo utilizamos as matrizes
apresentadas em ANDERSON e BELNAP (02:33).

TEOREMA 4: Se A é teorema de E, entdo para cada atribuigio de
valores para as variaveis em A, v(A) > +1 (onde »(A) € o valor

assumido por A para uma atribuigdo de valores a suas varidveis
proposicionais).

Para demonstrar o Teorema 4, utilizamos as seguintes ma-
trizes apresentadas em ANDERSON e BELNAP (02:238-9)°.

~ |5 4 3 2 -1 +1 42 +3 + +5
+5 +4 43 +2 +1 -1 2 -3 4 5

AlS 4 3 2 1 41 42 43 44 45
5|5 5 5 5 5 5 5 5 5 -5
4|5 4 4 4 4 5 4 4 4 4
3|5 4 3 3 3 5 4 3 3 3
2|5 4 3 2 2 5 4 3 2 2
A5 4 3 2 1 5 4 3 2 -
+1 |5 5 5 -5 5 41 +1 +1 +1, +1
215 4 4 4 4 41 2 2 2 8
B35 4 3 3 3 41 42 43 43 +3
+4 |5 4 -3 2 2 +1 +2 43 +4 +4
+5 |5 4 3 2 -1 41 42 43 43 45
v |5 4 3 2 -1 4 42 43 +4 45
5|5 4 3 -3 -1 +1 +2 +3 +4 +5.
4|4 4 3 2 -1 42 42 43 +4 +5.

3 {3 3 3 2 <1 3 43 43 + +5
2|2 2 2 2 -1 +4 +4 +4 +4 +5
A |l sl a1 Al -l 45 45 45 45 45
+1 |41 42 43 +4 45 +1 42 +3 4 45
2 |42 42 43 H 45 42 82 43 H 45
43 (43 43 43 4 45 43 43 43 H4 45
+4 |+4 +4 +4 4 +5 +4 +4 4 +4 45
+5 |45 +5 45 45 +5 +5 +5 45 +5 +5
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> |-5 4 3 2 -1 +1 +2 43 + +5

S |42 2 +2 K2 #2 +2 +2 2 2 42

4 |5 2 2 2 82 5 +2 +2 2 R

3|5 5 42 42 42 5 -5 42 42 42

215 5 5 42 42 S5 5 5 2 42

-1 (-5 5 5 5 41 5 -5 -5 -5 +2

1 |5 4 4 4 4 +1 2 2 2 £

215 4 4 4 4 S5 42 2 +2 2

3|5 S5 4 4 4 5 S5 2 2 2

: +H |5 5 5 4 4 S5 5 S5 42 2
+ (5 5 5 S5 5 S5 S5 S5 5 R

COROLARIO 5. (Teorema da Implicagiio) Se existe uma prova
emE, que Ay, ..., A, implica(m) B, entdo (A, A. . .A Ay) >Bé
demonstravel em E,,

COROLARIO 6. Se A — B é demonstravel em E,, entio A e B
compartilham alguma variavel proposicional.

Demonstragéo: Conseqiiéncia imediata do Lema 1.

COROLARIO 7: Se A é teorema de E,, entdo para cada atribuicio
de valores para as varidveis em A, v(A) 2 +1 (onde V(A) é o valor
assumido por A para uma atribui¢io de valores a suas variaveis).
Demonstragio: Acrescentamos uma matriz para o conectivo O
(obrigatério) e fazemos uma prova por indugdo no comprimento n
da prova de A.
Seja a matriz:
A |5 4 3 2 -1 41 +2 43 +4 +5
OA|[-5 5 -3 2 -1 +1 42 +3 +4 +5

Base: n = 1. Neste caso A é um axioma. Se A é um dos axiomas
de Al - Al4, entdo W(A) > + 1, pelo Teorema 3, considerando que
segundo ANDERSON e BELNAP (02:239) "... as matrizes satisfa-
zem E". Se Aéoaxioma AlS5ou Al6, obtemos w(A)=>+ 1°.
Passo indutivo: n > 1. Neste caso precisamos provar que o corola-
rio vale quando:
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(a) A vem de férmulas anteriores por R1;
(b) A vem de formulas anteriores por R2;
(c) A vem de formulas anteriores por R3 (O-necessitagéo).

(@) Se (B > A) =2 +1 e W(B) =+ 1, entdio W(A) >+ 1, pela matriz
do " ﬁ"

®b)Sev(C)=+1ev(B)2+1,entio(CAB)>+1, pelamatnz
do n /\".

(c) Se (B) 2+ 1, W(OB) = + 1, pela matriz do "O"

Logo, dado que a propriedade vale para os axiomas e é
preservada pelas regras de inferéncia, entéio por indugdo no com-
primento da prova de A, ela vale para todos os teoremas de E,,
TEOREMA 8. Em E, ndo sdo teoremas as formulas:

1.A->OA

2. O(A A ~A) > OB ( expressa a trivializagdo do sistema
pelo dilema debntico)

3. ~A - (A —> OB) (Paradoxo de Prior)

4. OB — (A — OB) (Paradoxo de Prior)

5. O~A — O(A — B) (Paradoxo de Prior)

6. OB — O(A — B) (Paradoxo de Prior)

Demonstragdo: Cada uma das formulas acima apresenta valor me-
nor que 1 (um) para pelo menos uma atribui¢io de valores, con-
forme mostramos a seguir:

1. v(A = OA) = -5, quando , v(A) = -4.

2. v(O(A A ~A) — OB)) < 1, quando v(A) =-3 e v(B) = -5.

3. v((~A - (A — OB)) < 1, quando v(A) = +2 e v(B) = 4.

4. v(OB - (A — 0OB)) <1, quando v(A) =-1 e v(B) = -

5. v(O~A — O(A — B)) < 1, quando v(A) = +1 e v(B) = 4.

6. v(OB — O(A — B)) < 1, quando v(A) = -3 e v(B) = +2
Portanto, pelo Corolario 7, nenhuma delas é teorema de E,.
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Conclusio

De acordo com Teorema 8, temos os seguintes resultados:

1. A indemonstrabilidade da formula (1) expressa que o
sistema E, ndo colapsa no sistema relevante E.

2. A indemonstrabilidade da formula (2) expressa que o
sistema E, nio ¢ trivializavel pelo dilema dedntico.

3 A indemonstrabilidade das formulas (3), (4), (5) e (6)
mostra que os Paradoxos de Prior sdo evitados em E,,.

Trabalho apresentado no 2nd Workshop on Logic, Language, Information
and Computation (WOLLIC’95). Iniciamos nossa investiga¢fo sobre os Pa-
radoxos Dednticos em 1992, quando da elaboragfio da Dissertagio de Mes-
trado sob a orientagdo dos Professores Elias Humberto Alves (UNESP /
MARILIA) e José Eduardo de Almeida Moura (UFRN).

2 O.critério de “verdade logica” utilizado € o critério de Bolzano (Aqvist,

01:634): uma sentenca a ¢ logicamente verdadeira se e somente se (i) aé

verdadeira e (ii) cada resultado de substituir uniformemente uma sentenca

do fragmento por qualquer outra sentenga em a , € verdadeira também.

Sentengas que nfo s#o logicamente verdadeiras traduzem-se em formulas

demonstraveis dos sistemas formais.

4 Cléudio Pizzi, da Universidade de Siena (Itdlia), den um tratamento aos
paradoxos utilizando outro tipo de implicagdo, diferente da implicagio rele-
vante, publicado no Notre Dame Journal of Formal Logic, v. 32, p. 618-
636, 1991 ¢ v. 34, p. 621-624, 1993, conforme correspondéncia mantida
COm 0 mesmo. .

5 Cf. ANDERSON e BELNAP (02:111, 232-3), o simbolo "<" nfio é um

conectivo. E um simbolo metalinguistico e A <> B significaque A »> Be

B A,

E possivel estabelecer algumas relagBes entre o sistema E e o sistema T

apresentado em HUGHES e CRESSWELL (10:30). e, conseqiientemente
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entre E, e T. No entanto, nfio nos deteremos nestas relagSes neste traba-
tho.

7 Uma formula-bem-formada S; est4 com asterisco, se S; ¢ relevante para Sy,
=B.

8 Em ANDERSON e BELNAP (02:239) ¢ deixada ao leitor a demonstragio
desta proposic3o com as matrizes sugeridas. Entretanto, apés a realizagio
de alguns testes procedimentais observamos que as matrizes ndo verificam
os Axiomas A9 e All. O axioma A9. B —» (A v B) apresenta valor -§ para
a seguinte atribuicdo de valores: v(A) =-5 ¢ v(B) = -2. O axioma All.
(AA @BV C)) = ((AAB) v C) apresenta valor -5 para as seguintes atribui-
¢Oes de valores: i) v(A) =-2, v(B)=1 e v(C)=-2, ii)) v(A)=-1, v(B)=1
¢ v(C) =-2. Conforme nota 1, apresentamos este resultado no WOLLIC’95
onde os participantes nfo manifestaram o conhecimento de qualquer indica-
¢io anterior de que haveria alguma fatha técnica ou de outra natureza nestas
matrizes. Apés aquele Congresso, estivemos investigando em varias fontes,
alguma referéncia a tal falha, mas até o présente momento nfo conseguimos
nenhuma informagéo sobre ela.

® O resultado do axioma Al5 ¢ uma tabela com 10 (dez) linhas, facilmente
obtida a partir das matrizes do "—"e do O (obrigatdrio). O resultado do
axioma A16 ¢ uma tabela com 100 (cem) linhas obtida com as mesmas ma-
trizes acima citadas. Adlmensiodestaulumatabelamvmblhzaa suaapre—
sentagio neste trabalho.
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