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A PROVA POR REDU~AOAOABSURDONA LOGICA 
CLAssICA 

MARlADAPAZNUNES DEMEDEIROS· 
UEPAIlTAMEIIo,O DE FlLOSOFlA DA UFIlN 

RESUMO: 

Embora a logica seja, de urn modo geraJ, concebida como 
um ramo da filosofia, suas aplic~oes via muito alemdos limites 
de qualquer disciplina isoladamente considerada (SALMON, 
1993). Seu papel principal efomecer meios para determinar a 
rel~o de consequencia que vige entre as premissas e a conclu­
sao de urn dado argumento. Dentre as tecnicas utilizadas que 
possibihtarn garantir esta rel~o destaca-se a tecnica por redu­
¢o ao absurdo por ser amplamente aplicada nas cienciasdesde 
a antiguidade. Sua ideiabasics reside no fato de que uma propo­
si~ nio pode ser verdadeira se dela deduzimos umacontradi­
~o. Pretende-se, entio, apresentar a estrutura logica de tal tee­
niea de demonstracao a partir de urn dado sistema formal da 
logica classica. 

INTRODUC;AO 

Apresenta-se a estrutura da prova por redu~oao absurdo a 
partir da Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Froenkel que se 
configura como um sistema da logica classics. Assim, coloca-se 
inicialmente a linguagemna qual ela sera baseada, seus postulados, 
bern como proposicoes que sao deduziveis nesta teoria, para em 
seguida, apresentar 0 esquema de tal tecnica de demonstra­
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~io. Na ultimaparte, escolhe-seuma proposicao dateoria fonnal 
emquestaoe apresenta-sea sua demonst~io utilizando a tecnica 
por reducao ao absurdo seguindo, passo a passo, 0 esquema 
anterionnente indicado. 

1- SISTEMA FORMAL (TEORIA DOS CONJUNTOS DE 
ZERMELO FRAENKEI..) 

l. t - Lingoagem (Lzn 

Vocabulario:
 
a) urn conjunto enumeravel de variaveis: x, y, z, ...
 
b) conectivos logicos: -, ~, 1\ , V , 'd, 3
 
d) simbolos relaciooais: = e E 

Expressees bern formadas (f6nnulas)
 
a) se x e y sao vanaveis, entao x Eye x = y sao fomwlas;
 
b) se Ac B siiof6rmuJase x umavariavel, entao - A, (A-.+B), (A A B),
 
(A vB), V'xAe3xA;
 
c) uma sequenciafinita de simbolos de L7..F e wna formula se. e somente se
 
puderser determinadaa partir dos itens(a) e (b). 

Simbolo definido 
x Ii!: Y =: - ( x E Y) 

1.2 - Postulados 
Sejam A e B formulas quaisquer 

; Estamos apresentando apenas alguns dos axiollUls da Teoria de Conjuatos Zermclo­

Frac:nkcl. Sabiclamcntc. sommtc aquelcs que scri.o ncc:caarios ...... 0 daenvolvimlllllo. do 

problema em que.uo. Quaato a05 demais axioms.' ..."ja (MIRAGUA 1990). 
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Ax.3) ( ~ B ~ - A) ~ ( ( -B ~ A) ~ B) 
Ax4) Axioma do vazio: existe urn conjunto, denotado por, 4>, que 
nio tern elementos, isto e, satisfaz a propriedade VZ (z II 4». 

Regras de inferencia 
MP (ModusPonens):BseguedeA e (A~B) 

RN (Regra de Negacao): Asegue de-c--A 
IV (Instancia~o Universal): A segue de VxA 
IE (Instan~Existencial): A(y) seguede3xA(x),sey e uma 
variavelnova 
RC (Regra da Conjuncao): (A 1\ B) segue de A e B 
RS (Regra da Separacao): A segue de (A /\ B) 

1.3 - Defini~Oes 

Se A e uma formula, entao uma prova de A e urna 
sequencia finita de formulas, onde A ea ultima formula e carla 
urna das demais ou e urn axioma, ou e consequencia das 
anteriores atraves das regras de inferencia 

Uma formula A e urn teorema se existir uma prova de A 
( A) 

Se r eurn conjunto de formulas e A uma formula, entao 
uma dedu~o de A a partirde r euma sequencia finitade f6nnulas, 
onde A ea ultima formula e cada uma das demais ou pertence a r 
ou eurn axioma, ou e conseqUencia<las anteriores atravesdas regras 
de inferencia. (T A). 

UmaCODtrad~o euma formula que tern a forma: (A /\ -A) 

1.4 - Resultados Auxiliares (R.AUX) 

1) -(A/\-A)
 
2) (A~B) +-+(-AvB)
 
3) -Vx(A~B) 3x(AI\-B)
 
4) (A v B), - B A
 
5) Teorema da Deducao (TD): seT, A B, entio r A ~ B,
 
onde A e uma formula fechada.
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2 - ESQUEMA DE UMA PROVA POR REDU«;AO AO 
ABSURDO 

A tecnica de demonstracao por reducao ao absurdo baseia­
se no principio de que urn argumento evalido se e somente se a 
conjun~io das premissas com a nega~iio da conclusio e uma 
expressio contraditoria, entendendo uma contradicao como 
sendo uma expressio que afirmae nega algo ao mesmo tempo. 
Com base neste principio, explicita-se por que, em uma prova 
por redu~ ao absurdo, no momento em que se se depara com 
uma contradicaopode-se imediatamente inferirque 0 enunciado 
em questao esta provado. Assim, se se deseja mostrar que a 
formula (A ~ C) ewn teorema usando a ,teenica por redueao ao 
absurdo, onde A, B e C siDf6rmulcis quaisquer ek a fOrmula (B 1\ 

- B), a estrutura dessa prova pode ser esquematizada cia seguinte 
firnJa.: 

Esquema da prova 

1) A hipotese 
2)-c hipOtese auxiliar 

ilK I - (i-I), regras de inferencia ou axiomas 
i+l) A, C K I - i, deducao 
i+2)A-c~K i+l, TD 
i+3) A--C v K i+2, R.Aux. (2), MP 
i+4) A -K RAux. (1) 

i+5) A --e i+3,i+4, R.Aux (4) 
i+6) A C i+5,RN 
i+7) A~C 1 - (i+6), TD 



124 

3- UMA APUCA(AO DA PROVA PORREDU(AO AO 
ABSURDO 

Usando a tecnica por redufiio ao absurdo e seguindo 
passo a passo 0 esquema anteriormente apresentado, 
considera-se agora urna proposicao da teoria dos conjuntos e 
mostra-se que ela e um teorema. Mais precisamente, sera 
mostrado que a proposicao "se eurn conjunto vazio, entio 
esta contido em qualquer conjunto " eurn teorema da Teoria 
dos Conjuntos de Zaennelo-Fraenkel. A formula 
correspondente nesta teoria e: 

\Ix (x ~ <1» ~ V'x(x E <I> ~ X E tJ. ) 

Prova por reducao ao absurdo 

1)'Q'x(x ~<1» hipOtese 
2) - V'x(x E<1> ...... x eA) hip6tese auxiliar 
3) 3x(x e <1>/\ x ~ A ) 2,RAux.(3) 
~xE<1>/\x~A ~lli 

S)x e <1> 4,RS 
~x~<1> LID 
7) x E <1>/\ X ~ <1> 5,6,RC 
8) Vx (x ~ <1», 'Q'x(x e <1> ...... x e A) ? x E <1>/\ X ~$ I - 7, dedu~ 

9) 'Q'x(x ~ $) l-- - V'x(x E c1> ...... X E A) ...... (x e c1> /\ X ~c1» 8,1D 
10) 'Q'x(x II <1» l----'Q'x(x e <1> -+x E A) v (x e lfJ/\ x ~<1»9, RAux. (2), 

MP 
ll)'Q'x(x~ <1» l----(x E $/\x II <1» R.Aux.(I) 
12) V'x (x ~ lfJ) l-- - - 'Q'x(x e <1> -u e A) 10,1l,RAux(4) 
13) 'Q'x(x ~ <1» l-- Vx (x E <I> X E A) 12.RN 
14) l--'Q'x(x ~ <I»~'Q'x(x E <1> x E A) 13,lD 
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