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A PROVA POR REDUCAO AO ABSURDO NA LOGICA
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RESUMO:

Embora a logica seja, de um modo geral, concebida como
um ramo da filosofia, suas aplicagdes vio muito além dos limites
de qualquer disciplina isoladamente considerada (SALMON,
1993). Seu papel principal é fornecer meios para determinar a
relagdo de conseqii€ncia que vige entre as premissas e a conclu-
s3o de um dado argumento. Dentre as técnicas utilizadas que
possibilitam garantir esta relagdo destaca-se a técnica por redu-
¢do ao absurdo por ser amplamente aplicada nas ciéncias desde
a antigiiidade. Sua idéia basica reside no fato de que uma propo-
sigdo nfo pode ser verdadeira se dela deduzimos uma contradi-
¢do. Pretende-se, entdo, apresentar a estrutura logica de tal téc-
nica de demonstragio a partir de um dado sistema formal da
logica classica.

INTRODUCAO

Apresenta-se a estrutura da prova por redugio ao absurdo a
partir da Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel que se
configura como um sistema da logica classica. Assim, coloca-se
inicialmente a linguagem na qual ela sera baseada, seus postulados,
bem como proposigoes que sao deduziveis nesta teoria, para em
seguida, apresentar o esquema de tal técnica de demonstra-
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¢do. Na ultima parte, escolhe-se uma proposi¢io da teoria formal
em questdo ¢ apresenta-se a sua demonstragao utilizando a técnica
por redugdo ao absurdo seguindo, passo a passo, 0 esquema
anteriormente indicado.

1- SISTEMA FORMAL (TEORIA DOS CONJUNTOS DE
ZERMELO FRAENKEL)

1.1 - Linguagem (Lzr

Vocabulario:

a) um conjunto enumeravel de variaveis: X, y, z, . . .
b) conectivos logicos: ~, >, A, Vv ,V, 3

d) simbolos relacionais: = e €

Expressdes bem formadas (formulas)

a) se x ¢y sdo varidveis, entdo x € yex=y sdoformulas;

b)se A ¢ B sdo formulas e x uma variavel, entdo ~ A, (A—B),. (AAB),

(A vB), VxAe3xA,

) uma seqii€ncia finita de simbolos de LzF € uma formula se. e somente se
puder ser determinada a partir dos itens (a) e (b).

Simbolo definido
X gy= ~(xe€y)

1.2 - Postulados
Sejam A e B formulas quaisquer

Axiomas'
Ax1) A (B> A)
Ax2) (A—-»>B) > ((BHoC)H»>(A-())

' Estamos apresentando apenas alguns dos axiomas da Teoria de Conjuatos Zermelo-
Fraenkel. Sabidamente, somente aqueles que serio necessirios pura o desenvolvimento do
problema em questio. Quanto aos demais axiomas veja (MIRAGLIA 1990).
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Ax3) (~B>~A)->((~B—>A)—>B)
Ax4) Axioma do vazio: existe um conjunto, denotado por, ¢, que
ndo tem elementos, isto é, satisfaz a propriedade Vz (z ¢ ¢).

Regras de inferéncia

MP (Modus Ponens): B seguede A ¢ (A - B)

RN (Regra de Negagdo): A seguede~~A

IU (Instanciagdo Universal): A seguede VxA

IE (Instanciagdo Existencial): A(y) segue de 3xA(x), sey éuma
variavel nova

RC (Regrada Conjung¢io): (A AB) seguede A ¢ B

RS (Regra da Separagio): A seguede (AAB)

1.3 - Definicdes

Se A é uma féormula, entio uma prova de A é uma
sequéncia finita de formulas, onde A é a altima formula e cada
uma das demais ou € um axioma, ou € conseqiiéncia das
anteriores através das regras de inferéncia.

Uma féormula A € um teorema se existir uma prova de A
(A) .

Se I' é um conjunto de formulas e A uma férmula, entdo
uma dedugio de A a partir de I' é uma seqiéncia fimta de formulas,
onde A é a ultima formula e cada uma das demais ou pertenceaI”
ou é um axioma, ou € conseqiiéncia das anteriores atraveés das regras
dewnferéncia. (I A).

Uma contradi¢iio € uma formula que tem a forma: (A A~A)

1.4 - Resultados Auxiliares (RAUX)

1) ~(Aa~A)

2) (A->B) &(~AvB)

3) ~Vx(A—>B) Ix(An~B)

4) (AvB),~B A

5) Teorema daDedugcdo (TD ) seT, A B entio ' A - B,
onde A é uma formula fechada.
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2 - ESQUEMA DE UMA PROVA POR REDUCAO AO
ABSURDO .

A técnica de demonstragao por redugio ao absurdo baseta-
se no principio de que um argumento € valido se e somente se a
conjun¢do das premissas com a negagio da conclusdo € uma
expressdao contraditona, entendendo uma contradigdao como
sendo uma expressdo que afirma e nega algo ao mesmo tempo.
Com base neste principio, explicita-se por que, em uma prova
por redugao ao absurdo, no momento em que se se depara com
uma contradigio pode-se imediatamente inferir que o enunciado
em questdo esta provado. Assim, se se deseja mostrar que a
formula (A — C) € um teorema usando a técnica por redugdo ao
absurdo, onde A, B e C sdo formulas quaisquer e k a formula (B A
~ B), a estrutura dessa prova pode ser esquematizada da seguinte
forma:

Esquema da prova

HA hipétese

2)~C hip6tese auxiliar

K I - (1-1), regras de inferéncia ou axiomas
i+t1)A,C K 1 -1, dedugao

it2) A~-C->K i+1, TD

it3)A~~CvK i+2, R Aux. (2), MP

i+4) A ~K R Aux (1)

i+5) A ~~C i+3,i+4, R Aux. (4)

i+6)A C it5 RN

i+7) A—>C 1-(i+6), TD
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3-UMA APLICACAO DA PROVA PORREDUCAO AO
ABSURDO

Usando a fécnica por reducdo ao absurdo e seguindo
passo a passo 0 esquema anteriormente apresentado,
considera-se agora uma proposi¢ao da teoria dos conjuntos e
mostra-se que ela é um teorema. Mais precisamente, sera
mostrado que a proposigdo “se € um conjunto vazio, entdo
esta contido em qualquer conjunto “ é um teorema da Teoria
dos Conjuntos de Zaermelo-Fraenkel. A formula
correspondente nesta teona ¢€:

UVx(x g®) > Vx(xedPo>xeA)

Prova por redugdo ao absurdo

1) vx (x &®D) hipdtese

2) ~¥x(x e® —> x €A) hipotese auxiliar
3)3Ix(xedAxgl) 2,RAux(3)
Hxe®PnrxeA 2IE

NHxed 4. RS

6)x ¢ 1LIU

Nx edbrxed 56.RC
BVX(xe D). Vx(Xxe P +>xeA)?xeDAxed 1-7, dedugdo

9)Vx(xed>)|—~Vx(xe(D—>xe A)>(xePAxed) 8. TD
lO)Vx(xE<D)|—~~Vx(xe D >xcA)v (xeDAxed)I, R A (2),
MP

IDVYX(xeD) ~~(xe®Axez D) R Amx (1)
12)Vx(x g D) F~~Vx(xe® >x€4) 10,11, R Aux (4)
IB)Vx(xg D) FVxxed>xed) 12,RN

14) FVx(xg D) »Vx(xe ®IXxcA) 13, TD
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