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RESUMO

O problema de otimizacdo topoldgica é utilizado para caracterizar e determinar a
distribuicdo 6tima de material no espaco de projeto. Em outras palavras, apds serem
definidas as condicdes de contorno num dominio de projeto pré-estabelecido, o
problema é como distribuir o material de modo a solucionar o problema de
minimizacdo. Sendo assim, o problema de otimizacao de leiaute pode ser considerado
como um problema pontual material/vazio. Este trabalho tem como objetivo propor um
processo metodolégico para a determinacdo de leiautes estruturais 6timos, que seja
competitivo para utilizacdo em problemas 3D, minimizando a massa e satisfazendo um
critéerio de tensdo. O método de otimizacdo de leiaute empregado é baseado na
abordagem material, que considera uma equacdo constitutiva homogeneizada
dependente apenas da densidade relativa do material. Para a descricdo das propriedades
do material, utiliza-se uma formulagdo de microestruturas porosas, caracterizado pelo
modelo material do tipo SIMP. Na aproximacdo por elementos finitos utiliza-se um
elemento tetraedro de quatro nds, que interpola linearmente o campo de densidades
relativas além das componentes do campo de deslocamentos. Com as consideragdes
propostas foi obtido um leiaute que caracteriza a topologia estrutural de problemas 3D,
atendendo a solucdo de problema de modo competitivo. A formulagdo se mostrou
promissora para a implementacéo de recursos de adaptatividade.
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3D TOPOLOGY OPTIMIZATION WITH STRESS CONSTRAINT

ABSTRACT

The Topology Optimization Problem consists in the total mass minimization of a
structure. In order to solve three-dimensional stress problem, the Galerkin Finite
Element Method was applied. It considers a four nodes tetrahedron finite element which
interpolates not only the displacement fields, but also the relative density field. This
work proposes to combine a stabilized element to avoid checkerboard problems, with a
selective integration scheme to avoid volumetric locking. The optimal objective
function is to minimize the mass, subjected to: a stress criterion (failed function); side
and stability constraints to avoid checkerboard instability problems. Moreover, the
design variables are given by the nodal relative densities of the finite element mesh
using the SIMP material. With the proposed considerations it was obtained a layout that
characterizes the structural topology of problems 3D, assisting the solution of problem
in a competitive way. The formulation was shown promising for the implementation of
adaptivity resources.

KEYWORDS:
topology, layout, optimization, minimization, FEM.

OTIMIZACAO TOPOLOGICA 3D SOB RESTRICAO DE TENSAO

INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é desenvolver um processo computacional que determine
a topologia étima de estruturas e componentes submetidos a carregamento mecanicos,
Bendsoe & Kikuchi (1988). A formulacdo do problema de minimizacédo € desenvolvida
para modelos tridimensionais. Para amenizar o custo computacional foi utilizado um
classico elemento finito de interpolacéo linear: tetraedro de quatro nés, com esquema de
integracdo seletiva para contornar o efeito de travamento volumétrico. O problema de
6timo visa minimizar a massa satisfazendo um critério de tensdo. Uma representacao
esquematica do problema de otimizacdo topoldgica pode ser verificada na Fig. (1).

(a) dominio inicial (b) dominio final
Figura 1- Caracterizacdo do problema de otimizacgéo de leiaute.
Sendo,
e () o dominio do corpo a ser considerado;
e 00} ocontorno do dominio, tal que, 9 =TI, UT', e [, NI, = &;
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e ['  aparte do contorno com deslocamento prescrito, i.e., u = u;
e T, aparte do contorno com tragdo prescrita, i.e., t =t ;
e b aforga de corpo.

DEFINI(;AO DO PROBLEMA
Formulacéo do Problema

O campo de deslocamento u(p (x),x) € a solugéo de:
a(u,v)=I(v), VveH,
sendo

a(u,v)ziDH (p)e(u)-g(v)dQ

Sendo a integral definida na equacdo (2) aproximada por uma integracao seletiva, de
modo que:

a(u’ V) = A (u’v)+a‘dist (U’V)

onde, &, (U,V) sao os termos volumétricos e a (u,V) sdo os termos de distorgao.

e
I v :fb-de+ft~vdF
Q T,

H (Q) = v‘ve[H1 Q]z,v:o em xc€I', e H= u+ H, sio o0sconjuntos das

variacdes e deslocamentos admissiveis respectivamente.
Definicdo do Modelo Material

Para formular o problema de otimizacdo de leiaute, aplica-se uma técnica de
relaxagdo do problema que consiste na utilizacdo de um modelo de material artificial
caracterizado pela presenca de microestruturas porosas do tipo SIMP (Solid Isotropic
Material with Penalty), Bendsoe (1995) e Bendsoe & Sigmund (1999), parametrizadas
por sua densidade relativa.

E p =p"E. .

Aqui, E, representa 0 mddulo de Young do material sélido e n denota o parametro de
penalizagéo.

A equacdo constitutiva homogeneizada pode ser definida como:

c:[DH p]s

o}

z/z/’a

2z)

(o)

zy?

O,

yz?

noqual o' = o

xr?

O-ZJI: )

Aplicando o esquema de integracao seletiva, teremos que:

[D" ()] =[Ol J+[ Dds ]
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Sub-integrando os termos volumétricos:

]:[Dﬁ(”) 0} C " ={g,.6,,.6,.,0,0,0}

H

vol

e integrando os termos de distorcéo,

0 0
com
1 1% 1%
1—-v 1—v
El—v v v
DY _ 1
[ 1 '0] 1+v 1-2v |1—v I—v
1% 1% 1
l1—-v 1—v
1 00
E
Phpl=gr o Lo
0 0 1

sendo v o coeficiente de Poisson.

Além disso, com o objetivo de considerar restricbes de tensdo, é definida uma
medida para a tensdo efetiva o (p), de acordo com os trabalhos de Duysinx &
Sigmund (1998) e Duysinx & Bendsoe (1998), dada por:

x o p
o p = ;
Yo
Agora, com a tensdo efetiva definida pela eq.(12), introduz-se uma restri¢cdo de

tensdo local, que define um critério de falha do material em termos da tensdo efetiva de
von Mises, dada como:

) o,

€q pn Yy
onde o, ¢ a tensao admissivel.

Critério de Tensdo de Falha com Relaxacéo

A formulacdo do problema de otimizacdo topoldgica de um corpo tridimensional,
sujeito a restricdes de tensdo com relaxacdo x, consiste na determinagdo do campo de
densidade relativa p x . O problema de otimizagdo topologica sob restrigdes de tenséo
local esta sujeito a problemas de singularidade, devido & degeneracdo do espaco de
projeto. Para contornar o problema de singularidade, como proposto por Cheng & Guo
(1997), considera-se uma relaxacdo x na restricdo de tenséo, de modo que

Revista Brasileira de Inovacao Tecnoldgica em Saude, On-Line, Desde 2010. 18

(8)

9)

(10)

(11)

(12)

(13)



*

G

Y

Esta relaxacdo atua sobre a parte degenerada do espagco de projeto, possibilitando a
criacdo e remocdo de furos sem violar a restri¢do de tensdo.
Desta forma, o problema pode ser formulado como:

minfpde (15)
Q
Tal que
o,
P ——1 +pK psup_p SO?
Y
Pt — P X SO? P X = P SO’ (16)
0 ’ 2
[%x <¢ , pli=zyec Vxe
J

APROXIMAQAO DO PROBLEMA
Formulacéo Discreta do Problema

O método numérico utilizado para aproximar o modelo estrutural é o Método dos
Elementos Finitos de Galerkin. O elemento finito utilizado na aproximacao € o tetraedro
de quatro nés, que interpola o campo de densidades relativas o além das

componentes do campo de deslocamentos wu_,u, ,u, , mostrado na Fig. (2).

) Ty? Tz

A e - U, Uy, Wy P

|

v

X

Figura 2- Campo de deslocamento e densidade.

As variaveis de projeto sdo definidas pela densidade relativa dos nés da malha. E
importante notar que varios problemas de instabilidade de tabuleiro tém sido observados
com a utilizacdo de elementos de baixa ordem de interpolacdo. Entretanto, a imposi¢édo
de uma restricdo de limite sobre as componentes de Vo tem mostrado ser muito
eficiente, evitando o aparecimento destas instabilidades, Petersson & Sigmund (1998) e
Sigmund & Petersson (1998).

O problema de otimizacgéo topoldgica pode ser aproximado, de forma discreta, do
seguinte modo:

min f p x dS2
Q (17)
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sujeito as restri¢oes:

(i) RestricGes de Tensdo:

*
o, PX,upX,X

p X —ll+pxx p,—px <0

o,

A restricdo de tensdo efetiva com relaxacdo x, definida pela eq. (18), deve ser
satisfeita para todo x € (2, 0 que representa uma restricdo paramétrica. Um método
efetivo de trabalhar com restricbes paramétricas consiste na relaxagdo da condicao
pontual (critério local) através da consideracdo de uma restricdo integrada, isto €, da
utilizacdo de um critério global, Kohn & Strang (1986). Neste trabalho, propde-se o
seguinte critério global:

_ 1
, U =1 =
3 o p [Qf<

onde é definido que (f x ) =max 0,f x , representando a parte positivade f x .
Esta medida global é denominada como média- p integral. No caso de p — oo, a
restricdo meédia- p aproxima, no limite, a restricdo pontual

e

Entretanto, quando p — oo 0 problema torna-se mal condicionado, fazendo com que o
critério de falha integral tenda a ser influenciado por apenas um valor de pico do campo
de tensdo, enquanto as outras restricdes sdo ignoradas. Isto pode ocasionar um
comportamento oscilatério do algoritmo de otimizacdo, possibilitando a falha da
convergéncia do processo de otimizagéo.

(i) RestricBes Laterais

P %
+mewp>dﬁ'§0

*
G 4
o,

*
O-E q p

g,

max —1 <0.

xef)

pinf_pXSO e px_/)supgo7 VXEQ

(iii) RestricGes de Estabilidade

7
E/p:[$f<hf’/ ‘xe >de] ) p/]:x7yez

Q

%]

h, p="—-—">~-1 , p/j=z,yez

€]
¢;

As constantes c,,c, e ¢, impdem um limite superior as componentes do gradiente
da densidade relativa.
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Considere um elemento genérico como mostrado na Fig.3, sendo x, = z,,y,,2; ,

p/ ¢=1,..,4 as coordenadas dos vértices e x, = =z, ,v,,2, as coordenadas do
baricentro do elemento tetraedro de quatro nos.
Xy

i-Xo com 1=1,23¢e¢4d.

XI
Figura 3- Coordenadas do elemento finito tetraedro de quatro nés.

denotando:
d. = m]deJH p/ i=1..4 (24)
sendo adotado que
e e __ e __ ]—
CI—Cy—CZ—E. (25)
Parapc X com X = pecR'p" <p <p®
Para resolver o problema de otimizacdo é aplicado o Método do Lagrangeano
Aumentado de maneira a obter um problema de étimo apenas com restri¢des laterais. O
processo de otimizacdo agora consiste na solucdo de uma sequiéncia de problemas de
minimo com restri¢Bes do tipo caixa, o qual pode ser resumido como:
1. Definir valores iniciais: k=0, A* =0, p*=0, erro=1,0, ¢, 0" e tol.
2. Enquanto erro > tol, efetuar laco:
(i) Solucéo do problema de minimizag&o com restri¢des laterais
min [T o ﬂ" B ng ) vp eX (26)
onde,
IIpAlwlo =fp +li1\ 9.,64 -I-iizn:\lﬂ b .,
IEA2) o R-R é, ~- e Jero’% - wj - e e il e (27)
com
A
ge ge—l_é//le Y s€ ge 2_%
A, g,0 =
e ge é/ e [(ﬂ/{) }2 é’/’i’P (28)
— | == , se ge < —_ =
2 2
e
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o a)jlu{zj

h bl +ou, -, sehl >
- , : 2
U hlou, = ) p/ j=1..3
{@%ﬂ ,smg<_@%
2 ‘ 2
(i) Atualizacdo dos multiplicadores de Lagrange
A = max «[O, A+ zge x" }
¢
e
: . 2 ' )
ﬂ({?l:ma}([o,ﬂi}—f—;he x" ] p/ j=1..,3.
J
(iii) Atualizacdo dos parametros de penalidade
7/14/1« , S€ ylé/k>é/cm , e ol
é/kJrl _
- gcrit
e
k k crit
. @, se fo] > o , B e 01 _
a)J]?’Jrl { crit p/ J= 17'”’3
@;

(iv) Determinacdo do erro

k+1 k41 k+1

k+1 _ . .
2’6 - Z’e 7b - m?‘X ll“lel - ll’lel 7C - meaX lLleQ - ﬂe? € d - m?X ll“le3 - lLle3

a = max
e
(34)
entdo, erro = max a,b,c,d .

3. Fim do lago.
Desta forma, o problema pode ser formulado como: Dado A, u, ,, 1, € R e

¢, o, 0,0, € R.O problema consiste em encontrar um p* € R" tal que:

p =argminll p,L,p;l,0 , VpeX

PROBLEMAS
Problema 01

Aqui nés consideramos o problema ilustrado na figura na Fig. (4). No qual as
propriedades do material sdo dadas por: médulo de Young, E =215x10° N/m?;

coeficiente de Poisson, v =0,3; limite de resisténcia; S, = 260x10° N/m?*; carga
Aplicada, W=150x10° N ; dimensbes, a=5m, b=20m e c=4m.
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Para simplificar o problema, analisou-se ¥z de simetria da estrutura com 11133
elementos e 2337 nos.

7777777777777777777777777
d

! : Plano de Simetria

Figura 4- Resultado do Problema 1.
Problema 02

Aqui o problema consiste em um bloco cujo as dimensGes sdo
a=4m, b=6mec=2m, no qual é submetida uma carga de W=150x10° N, como

ilustrado na Fig. (5). O bloco esta fixo em ) nas trés direcdes =, y e z. Ou seja,
Q1 = Qe = Q3 = Qs com deslocamento prescrito 0,0,0 ..

Propriedades do material: modulo de Young, E, =215x10° N/m?; coeficiente de
Poisson, v = 0,3; tenséo de escoamento; S, = 260x10° N/m*.

Para simplificar o problema, analisou-se ¥ de simetria da estrutura com 10651
elementos e 2261 nos.

i
i Plano de Simetria

O

Figura 5- Resultado do Problema 2.
CONCLUSOES

O metodo proposto mostrou ser efetivo e robusto na geragdo de um leiaute estrutural
Otimo para problemas estruturais 3D. A resolucdo final do contorno material €
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diretamente dependente do tamanho médio do elemento finito empregado,
representando a relacdo direta com o custo computacional. A formulagdo mostrou-se
promissora para a implementacdo de recursos de adaptatividade, ou seja, a
implementacdo de um processo inteligente de refinamento da malha com informacoes
da topologia obtida na malha original, para que seja melhorada a defini¢do do contorno
da topologia com menor custo computacional, Costa Jr. (2003), Costa Jr. & Alves
(2003a-b). Para solucionar o problema de otimizagdo ndo linear foi utilizado o cédigo
computacional da plataforma TANGO, Andreani et al (2004), Andreani et al (2005) e
Birgin & Martinez (2002).

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1.

BENDSOE M. P.; Optimization of Structural Topology, Shape, and Material - ,
Berlin Heidelberg: Springer-Verlag, 1995, 271 p.

BENDSOE M. P., KIKUCHI N.; Generating optimal topologies in structural
design using a homogenization method, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg., v.
71(2), p. 197-224, 1988.

BENDSOE M. P., SIGMUND O.; Material interpolation schemes in topology
optimization, Archive of Applied Mechanics, v. 69, p. 635-54, 1999.

CHENG, G. e GUO, X.; &-Relaxed Approach in Structural Topology
Optimization, Structural Optimization, vol. 13, pp. 258-266, 1997.

COSTA JR. J. C. A.; Otimizacdo Topoldgica com Refinos H-adaptativos, Tese
de Doutorado, UFSC, Santa Catarina, Brasil, 2003.

COSTA JR. J. C. A, ALVES M. K.; h-adaptivity procedures of a stress based
layout optimization, Cilamce 2003, Ouro Preto-MG, Brasil, CDRom media,
2003b.

COSTA JR. J. C. A, ALVES M. K.; Layout optimization with h-adaptivity of
structures, Int. J. Numer. Meth. Engng., v. 58(1), p. 83-102, 2003a.

DUYSINX P., SIGMUND O.; New Development in handling stress constraints
in optimal material distribution, In 7th AIAA/USAF/NASA/ISSMO
Symposium on Multidisciplinary Design Optimization, American Institute of
Aeronautics and Astronautics, Saint Louis, Missouri, EUA, paper 98/4906/1-9,
1998.

DUYSINX, P. e BENDSOE M. P.; Topology Optimization of Continuum
Structures with Local Stress Constraints, Int. J. Numer. Meth. Engng., vol. 43,
pp. 1453-1478, 1998.

Revista Brasileira de Inovacao Tecnoldgica em Saude, On-Line, Desde 2010. 24



10.E. G. BIRGIN and J. M. MARTINEZ; Large-scale active-set box-constrained
optimization method with spectral projected gradients, Computational
Optimization and Applications 23, pp. 101-125, 2002.

11. KOHN R. V., STRANG. G.; Optimal design and relaxation of variational
problem, Comm. Pure. Appl. Math., 39, p. 1-25, 139-82, 353-77, 1986.

12. PETERSSON J.; Sigmund O. Slope constrained topology optimization, Int. J.
Numer. Meth. Engng., v. 41(8), 1417-34, 1998.

13.R. ANDREANI, E. G. BIRGIN, J. M. MARTINEZ and M. L. SCHUVERDT;
Augmented Lagrangian methods under the Constant Positive Linear
Dependence constraint qualification, Mathematical Programming, 2004.

14.R. ANDREANI, E. G. BIRGIN, J. M. MARTINEZ and M. L. SCHUVERDT;
On Augmented Lagrangian methods with general lower-level constraints,
Technical Report MCDO-050304, Department of Applied Mathematics,
UNICAMP, Brazil, 2005.

15.SIGMUND 0., PETERSSON J.; Numerical instabilities in topology
optimization: a survey on procedures dealing with checkerboards, mesh
dependencies and local minima, Structural Optimization, v. 16, p. 68-75, 1998.

Revista Brasileira de Inovacao Tecnoldgica em Saude, On-Line, Desde 2010. 25



